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Vomrort. 

Der Zweck dieses Aufsatzes ist, ein vollständiges und leicht 
übersichtliches Bild der merkwürdigen Configiiration des Pascal'- 
sehen Sechseckes zu entwerfen und Anregung zu weiteren Unter- 
stichungen auf diesem Gebiete zu geben. 

Die letzte grössere Abhandlung über unseren (legenstand ist 
meines Wissens die von Giuseppe Veronese: »Nuovi teoremi suir 
hexagrammurn mysticum«, Reale Accademia dei Lincei, anno CCXXIV. 
(1876 — 1877). Dieselbe bringt ausser den in verschiedenen Zeitschriften,, 
akademischen Abhandlungen und Lehrbtichem zerstreuten Sätzen 
viel Neues. Die angewandte Bezeichnung ist aber zu wenig über- 
sichtHch, so dass das Studium mit nicht geringen Schwierigkeilen 
verbunden ist. 

Ich habe in der gegenwärtigen Abhandhmg die von H. Schröter 
in seiner »Theorie der Kegelschnitte« benützte Bezeichnung der 
STEiNER'schen Punkte angenommen, aber die kleinen Buchstaben 
durch Grosse ersetzt. Dieser Aenderung wurde dann auch die 
BeKeichnung der PAscAL'schen (geraden und der KiRKMAN'schen 
Punkte etc. angepe^sst. Man bekommt dadurdi einen besseren Über- 
bttck über die ganze Configuration, die eine Menge von Geraden. 
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und Punkten enthält, welche nur durch eine zweckmässige Bezeichnung 
^u beherrschen sind. 

Aber ich bringe auch Manches, was in Veronese's Abhand- 
lung nicht zu finden ist. 

Zuerst sind es die mit Y bezeichneten 15 Vierseite, aber 
besonders die mit y bezeichneten 15 Vierecke, welche bezüglich 
ihrer gegenseitigen Lage ausführlicher untersucht wurden. 

Als ganz neu sind zu betrachten die unendlich vielen Confl- 
gurationen i[Vv], die den von Veronese gefundenen unendlich vielen 
Conflgurationen [Vv]i (bei ihm mit [Zz]i bezeichnet) in gewissem 
Sinne dual gegenübergestellt werden können. 

Ebenfalls neu ist die Untersuchung der 15 Dreiecke D, die den 
15 Dreiecken A von Veronese dual gegenüberstehen und mit diesen 
bezüglich der SALMON'schen Punkte und der STEiNER'schen Geraden 
perspectiv liegen. 

Der Configuration des allgemeinen PAscAL'schen Sechseckes 
füge ich noch die Behandlung von vier merkwürdigen speciellen 
PASCAL'schen Sechsecken hinzu. Diese haben die EigenthümUchkeit, 
dass bei ihnen bezw. einmal vier, zweimal vier, dreimal vier und 
einmal drei, endlich dreimal vier und einmal sechs PASCAL'sche 
Geraden und die zugeordneten KiRKMAN'schen Punkte coincidiren. 

Auch diese Sechsecke wurden, wie ich glaube, bisher nicht 
untersucht. 

KolozBvär, im Juli 1897. T^ tt 
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I. DAS ALLGEMEINE PASCAL'SCHE SECHSECK. 

Einleitung, 

Die mit dem PAScAL'schen Sechsecke verbundenen Configura- 
tionen gehören zu denjenigen, mit welchen sich viele hervorragende 
-Geometer dieses Jahrhunderts beschäftigten. Steiner ^ var der erste, 
•der die Lage der sechzig PAscAL'schen Geraden der sechzig ein- 
fachen PASCAL'schen Sechsecke eines vollständigen PASCAL'schen 
Sechseckes untersuchte und dabei fand : dass sich die sechzig PAS- 
CAL'schen Geraden des vollständigen PASCAL'schen Sechseckes zu 
dreien in zwanzig sogenannten SxEiNER'schen Puncten schneiden. 

Von den zwanzig SxEiNER'schen Punkten bewies Plücker,« 
dass sie zu vieren auf füntzehn Geraden, den SxEiNER'schen Gera- 
den liegen. 

^ Annales de Gergonne. T. XVIII. 1828; auch: Systematische Entwicke- 
jungen etc. p. 311. 

■ Ueber ein neues Princip der Geometrie, in : Cbelle 's Jornal, Bd. V, p. 275. 
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Hesse 1 erkannte in der Gonfiguratioo der fünfzehn Steiner- 
sehen Geraden und der zwanzig Steiner 'sehfefl Pnftkte die Cöiifiguration 
H = (154, 2O3), nämlich diejenige, welche drei, bezüglich desselben 
Collineationsmittelpunktes und derselben projicirenden Strahlen paar- 
weise perspective Dreiecke bilden. 

Hesse,^ (trossman,3 V. StAUDT * und Bauer * haben auf ver- 
schiedene Art bewiesen, dä^s die zwahzig STfefNEk'ächen Punkte zehn. 
Paar conjugirte Pole sind in Bezug auf den dem PAscAL'schen 
Sechseck umschriebenen Kegelschnitt ; diese zehn Punktpaare nennt 
Hesse STEiNER'sche Gegenpunkte. 

Obige Resultate deutscher Geometer wurden durch die Englän- 
der KiRKMAN, Cayley uud Salmon durch neue Sätze ergänzt, wel-^ 
che aus den bereits erwähnten nach dem Dualitätsprinzip zu folgen 
scheinen. Kirkman « fand nämlich, dass sich die sechzig PASCAL'sche» 
Geraden des vollständigen PAscAL'schen Sechseckes ausser in den 
zwanzig STEiNER'schön Punkten hoch in sechzig Punkten schneiden.. 
Cayley ^ bewies, dass diese sechzig Kirkman 'sehen Punkte zu 
dreien in zwanzig Geraden, den sogenannten Cayley 'sehen Geraden^, 
liegen, und endlich zeigte Salmon ^ von den Cayley 'sehen Geraden,, 
dass sie sich zu vieren in fünfzehn Punkten schneiden, welche 
man SALMON'sche Punkte nennt. Die zwanzig CAYLEv'schen Geraden 
und die fünfzehn SALMON'schen Punkte bilden eine Configuration H' = 
(2O3, 164) welche das duale Gebilde der HEssE'schen Configuration 
H=(194, 2O3) ist, und welche aus dtei bezüglich derselben Colli- 
neatiötisäxe paa^weise perspectiven Dreiecken eiltsteht. 

* Eine Bemerkimg zum PAscAi/schen Theorem, in: ÜBKriLE 's Journal^ Bd. 
XiJ, p. 26J). 

* tJeber das geratUinige Sechseck auf dem Hyperboloid, in : Grelle 's 
Journal Bd. XXIV, p. 40. 

* Üebet" eitie neue Eigenschaft der STtetwBB'schen Gegenpunkte, in : CttELLH 's. 
Journal, Bd. LVIII, p. 174. 

* lieber die SxEiNER'schen Gegenpunkte etc. in : Grelle 's Journal Bd. 
LXil, p. 142. 

" üeber das pAscAL'sche Theorem, in : Abh. Akad. München Bd. XI, 
III. Abth. 1874. 

« Cambridge and Dublin Math. Journ. Bd. 5, p. 185. 

' ?>ur quelques th^or^mes de la geometrie de position. in: Crpllk 's Jour- 
nal, Bd. XXXI u. XXXIV. 

8 Saläon-Fiebler, Analytische Geometrie der Ebene. 
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Aber die KiRKMAN'schen Punkte, die CAYLEY'scheri Geraden 
und SALMON'schen Punkte sind nicht die Pole, bezw. Polaren der 
PASCAL'schen (leraden, STEiNER'schen Punkte und SxEiNER'schen 
Geraden in Bezug auf den dem PAscAL^schen Sechseck umschrie- 
benen Kegelschnitt, und auch nicht, wie Hesse ^ meinte, in Bezug 
aut einen anderen Kegelschnitt. Es können die KiRKMAN'schen Punkte 
und PAsdAL'schen Geraden einander nicht einmal bei der allgemei- I 

nen reciproken Beziehung, der Correlation, entsprechen, wie Schröter * ! 

dachte, denn man kann beweisen, dass die mit vier sich in einem 
PASCAL'schen Punkte schneidenden PASCAL'schen Geraden korrespon- i 

direnden KiRKMAN'schen Punkte nicht in einer Geraden liegen. 

Die bisher angeführten Eigenschaften des vollständigen PASCAL'- 
schen Sechseckes haben noch immer kein klares Bild von der 
gegenseitigen Lage der sechzig PAscAL'schen Geraden und sechzig 
KiRKMAN'schen Punkte gegeben, denn wir haben nur einen kleinen 
Teil der Configuration kennen gelernt, wenn wir wissen, dass sich 
drei Pacal^scHc Geraden in einem SxEiNER'schen Punkte schneiden, 
oder drei KiRKMAN'sche Punkte in einer CAVLEv'Hchen Geraden liegen. 
Nun hat Bauer » gefunden, dass »zehn PASCAL'sche Geraden und, 
zehn denselben korrespondirende KiRKMAN'sche Punkte eine Desar- 
•ouEs'sche Con6guration (IO3, IO3) bilden und dass die sechzig PASCAL'- 
schen Geraden und die sechzig KiRKMAN'schen Punkte sich in sechs 
derartige ÜESARGUEs'sche Configurationen auflösen«. Diese sechs 
ÜESARGUEs'schen Con6gurationen schliessen sich aber in folgender 
Weise den aus den SxEiNER'schen Punkten und Geraden, sowie den 
aus den CAYLEv'schen Geraden und SALMON'p.chen Punkten gebilde- 
ten HESsE'schen Configurationen (lö^, 209), bezw. (20», I54) an: 
»Die Configuration (I54, 2O3) lässt sich in sechs vollständige Fünf- 
seiten zerlegen, dessen Seiten und Eckpunkte SxEiNER'sche Geraden 
und Punkte sind ; ebenso kann man die Configuration (208, 164) in 
sechs vollständige Fünfecke zerlegen, deren Eckpunckte und Seiten 
SALMON'sche Punkte und CAVLEv'sche Geraden sind. Die aus den 
PASCAL'schen Geraden und KiRKMAN'schen Punkten bestehenden sechs 

* Ueber die Beciprocität der PAscAL-STEiNEB^schen und fCiBKMAN-CArLBT- • 
SALMON^schen Sätze etc. in: Grelle 's Journal, Bd. LXVIII, p. 193. 
« Theorie der Kegelschnitte. 1876. 8. 218. 
» Cfr. Anm. auf p. 70. 

1 
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ÜESARGUEs'schen Configurationen sind je einer dieser Fünfseiten 
umschreiben, bezw. den Fünfecken einbeschrieben €. 

Veronese 1 fand unendlich viele neue derartige Configurationen 
[V v]i, wie die der PAScAL'schen Geraden und KiRKMAN'schen Punkte, 
deren jede aus 60 Geraden vi und 60 Punkten Vi besteht. 

Bei jeder dieser Configurationen liegen die Punkte Vi zu dreien 
auf den CAYLEv'schen Geraden, und die Geraden vi gehen zu dreien 
durch die SxEiNER'schen Punkte, endlich spaltet sich jede in sechs 
DfiSARGUEs'sche Configurationen. 

Diese Configurationen [Vv]i unterscheiden sich aber von denen 
der PASCAL'schen Geraden und KiRKMAN'schen Punkte darin, dass 
sich bei diesen die 60 PAscAL'schen Geraden zu vieren in 45 Punkten 
(PASCAL'schen Punkten G) treffen, während dieses bei den Geraden 
Vi von [Vv]i nicht der Fall ist. 

Ausser diesen unendlich vielen Configuration [Vv]i giebt es aber 
noch andere unendlich viele i[Vv], die, wie ich glaube, bisher noch 
nicht untersucht wurden. 

Auch diese bestehen aus je 60 Punkten iV und 60 Geraden 
iV, die zu dreien auf den CAVLEY'schen Geraden liegen, bezw. durch 
SxEiNER'sche Punkte gehen, und jede derselben spaltet sich in 6 
DESARGUEs'sche Configurationen. 

Die erste dieser Configurationen, nämlich o[Vv], hat nun die 
Eigenschalt, dass sie der Configuration der PAscAL'schen Geraden 
und KiRKMAN'schen Punkten in gewissem Sinne dual gegenüber 
gestellt werden kann. 

Es liegen nämlich die 60 Punkte oV zu vieren in 45 Geraden 
ög, so wie sich die 60 PAscAL'schen Geraden zu vieren in den 45 
Punkten G schneiden. 

Diese 45 Geraden og sind die Seiten von 15 Dreiecken D, die 
nur 15 Eckpunkte haben, so wie die 45 Punkte G die Eckpunkte 
sind von 15 Dreiecken A, die nur 15 Seiten haben, nämlich 15 
Seiten des vollständigen PAscAL'schen Sechseckes. 

Die 15 Dreiecke D liegen mit den 15 Dreiecken A bezüglich 
der SALMON'schen Punkte und SxEiNER'schen Geraden, als Colli- 
neationsmittelpunkte und Axen, perspectiv ; die entsprechenden Seiten- 

1 Cfr. das auf p. 67 cit. Werk. 
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paare schneiden sich in 45 Punkten (Y) und die Verbindungsgeraden 
der entsprechenden Eckpunckte sind 45 Geraden (y). 

Schon Veronese bemerkte, dass die Punkte und Geraden Y, 
y mit den Configurationen [Vv]i innig verbunden sind, indem durch 
jeden Punkt Y zwei Geraden gehen, deren jede zwei Punkte Vgi und 
Vai+i trägt, und auf jeder Geraden y zwei Punkte liegen, in wei- 
chen sich zwei Geraden Vgi+i und Vji-^, schneiden. 

Dasselbe ist der Fall bei den Configurationen i[Vv], näm- 
lich: zwei Punkte ai^iV und zwei Punkte ai+gV liegen mit einem 
Punkte Y in einer Geraden, und zwei Geraden aiv und gi+iV treffen 
sich auf einer Geraden y. 

Indem wir im Folgenden die hier gedrängt mitgeteilten Eigen- 
schaften eines PAscAL'schen Sechseckes beweisen, wollen wir die 
erhaltenen Sätze auf vier specielle PAScAL'sche Sechsecke anwenden 

Die Eckpunkte dieser Sechsecke liegen auf dem Kegelschnitt 
ein-, zwei-, drei- und vierfach involutorisch. Wir werden sehen, 
dass die zugehörigen Involutionsaxen und Mittelpunkte immer mehr- 
fache PASCAL'sche Geraden bezw. mehrfache KiRKMAN'sche Punkte 
sind und dass auch bei den übrigen [Vv] Configurationen jene Geraden 
und Punkte auftreten. 

1. Der Satz von Pascal. 

1. In den Werken Pascal's* findet man einen Satz, der unge- 
fähr so ausgesprochen werden kann : »Zieht man von zwei in der 
Ebene eines Kreises liegenden Punkten (Fig. 5.) M, S Sekanten zum 
Kreise, welche denselben in den Punkten K, P, bezw. Q, V schnei- 
den, und sind die zweiten Schnittpunkte der Geraden MV, SK mit 
dem Kreise die Punkte 0, N, dann gehen die Geraden PQ, NO, 
MS durch denselben Punkt. Der Satz ist auch dann richtig, wenn 
der Kreis durch einen Kegelschnitt ersetzt wird«. In Diesem ist 
Pascal's berühmter Satz ausgedrückt, den man aber gegenwärtig 
derart zu formuliren pflegt: 

Die Gegenseiten eines einem Kegelschnitt einbescbrie- 
benen Sechseckes schneiden sich in den Punkten einer 
Geraden, 

* Essai pour les coniques. Oeuvres complöte» (1640). 
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Das einem Kegelschnitt einbeschriebene Sechseck heisst Pascal'- 
scbes Sechseck^ die Gerade, welche die Schnittpunkte der Gegen- 
seiten enthält, ist die PAscAL'ÄcAe Gerade, endlich kann man die 
Schnittpunkte der Gegenseiten PAscAL'sche Punkte nennen. 

Der Satz, dessen Beweis in Pascal's Werken nicht vorhanden 
ist, wird nach Steiner bewiesen, wenn man den Kegelschnitt als das 
Erzeugnis zweier projectiver Strahlen büschel in allgemeiner Lage 
betrachtet. Bezeichet man die Eckpunkte des einem Kegelschnitt ein- 
beschriebenen Sechseckes mit (Fig. 2) A, B, C, D, E, F, die Schnitt- 
punkte der Geradenpaare AB, DE ; BC, EF ; CD, FA ; ED, AF ; 
CD, EF mit L, M, N, I, K^, so folgt aus 

C(EFDB)äA(EFDB), 
(EFKi M) Ä (EIDL). 

Da die auf den Geraden EF, ED liegenden projectiven Punktreihen 

EFKj M . . . , EIDL . . . 

perspectiv liegen, weil sie in E einen gemeinsam entsprenden Punkt 
haben, so schneiden sich die Geraden FI, KjD, ML, oder, was 
dasselbe ist, die Geraden FA, CD, ML in demselben Punkte. Da 
aber FA, CD zwei Gegenseiten, die Punkte M, L die Schnittpunkte 
der Gegenseiten BC, EF ; AB, DE des Sechseckes A B C D E F sind, 
so lolgt aus dem Obigen, dass die Schnittpunkte der Gegenseiten 
des Sechseckes ABCDEF in einer Geraden liegen. 

Der Satz ist auch umkehrbar, nämlich : wenn sich die Schnitt- 
punkte der Gegenseiten eines Sechseckes in den Punkten einer Ge- 
raden schneiden, dann liegen die Eckpunkte desselben auf einen 
Kegelschnitt (oder auf einem Geradenpaar), denn vier Eckpunkte des 
Sechseckes werden aus den übrigen zwei Eckpunkten durch pro- 
jective Strahlen projicirt. 

Die frühere Bezeichnung behaltend, so wird nämlich, wenn 

(EFKi M) /\ (EIDL), 
auch 

C (EFDB) A A (EFDB). 

2. Bezeichnet man die Schnittpunkte der Gegenseiten des voll- 
ständigen Sechseckes ABCDEF folgender Weise: 
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(BC, ED) = la, (BC, AF) = Ij, 
(AB, FE) = K„ (AB, CD) = K, 

so ist ersichtlich, dass die Dreiecke II1I2, KK^Ka perspectiv liegen, 
da die Schnittpunkte N, M, L der entsprechenden Seiten 

ITi, KKi ; Ij I2, K^ K2 ; Ig I, K2 K 

in einer Geraden Hegen. Die sechs Eckpunkte A, B, C D, E, F 
des PAscAL'schen Sechseckes, sind aber die Schnittpunkte der nicht 
entsprechenden Seiten, weshalb wir sagen können: sind zwei 
Dreiecke desart auf einander bezogen, dass den drei Seiten des 
einen Dreieckes gewisse drei Seiten des anderen Dreieckes entspre- 
chen, und liegen die Schnittpunkte der nicht entsprechenden Seiten 
auf einem Kegelschnitt, dann sind die Dreiecke perspectiv, und die 
ensprechenden Seiten schneiden sich in den Punkten einer Geraden, 
und, auch umgekehrt: 

Sind zwei Dreiecke perspectiv, dann 



liegen die Schnittpunkte der 
nicht entsprechenden Seiten 
auf einem Kegelschnitt 



berühren die Verbindungs- 
geraden der nicht entpre- 
chenden Eckpunkte, einen 
Kegelschnitt 

3. Sechs allgemein liegende Punkte einer Ebene sind die Eck- 
punkte eines vollständigen Sechseckes, welches sich in sechzig ein- 
fache Sechsecke auflöst. Schneiden sich die Gegenseiten eines dieser 
einlachen Sechsecke auf einer Geraden, dann liegen die Eckpunkte 
desselben auf einen Kegelschnitt, und auch die Gegenseiten der 
übrigen 59 einfachen Sechsecke werden sich auf je einer Gera- 
den schneiden. Die Aufgabe, welche sich Steiner stellte, war, die 
gegenseitige Lage der sechzig VxscAiJschen Geraden von den-, 
jenigen sechzig PAscAh'schen Sechsecken zu bestimmen, in 

welche ein vollständiges Vx^cAiJsches Sechseck auflösbar ist 

2. Die Steiner^sclien Gegenpunkte. 

4. Es sei nach Schröter's Bezeichnung 1 2345 6 ein. ein- 
faches Sechseck (Fig. 1.), dessen Gegenseiten 

12, 45; 23, 56; 34, 61 

sich in einer PAscAL'schen Geraden schneiden, welche wir mit 

p"fc=1234ö6 
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bezeichnen. Die nicht aufeinander folgenden Seiten 12, 34, 5 6; 
23, 45, 61, so wie die Hauptdiagonalen 14, 2 5, 3 6 des Sechs- 
eckes sind die Seiten von drei Dreiecken, welche bezüglich desselben 
CoUineationsmittelpunktes perspectiv liegen. 
Von diesen Dreiecken 

12 34 56 
45 61 23 
36 25 14 

sind nämlich die zwei ersten perspectiv, da die Schnittpunkte ihrer 
entsprechenden Seiten in der PAscAL'schen Geraden p"= 123 45 6 
liegen, und die Verbindungsgeraden ihrer entsprechenden Eckpunkte 

(12, 34) (45, 61); (12, 56) (45, 23); (34, 56) (61, 23), 

näralich die Geraden ti^^, bezw. ti^, n^^ schneiden sich in dem Col- 
lineationsmittelpunkte 11. Aber es liegt 

^th^'^sScL^es^'' 16 3 4 5 2 der Pankt (b 2, 3 6) auf der Geraden T^^ 

123654 * (36, 14) > 7t^ 

t 143256 » (14, 25) * n^, 

daher ist auch das dritte Dreieck mit den zwei ersten perspectiv, 
und die neuen CoUineationsaxen p™ =14365 2, p^ =16325 4, 
schneiden die Collineationsaxe p" in demselben Punkte F. 
Wir bemerken noch, dass die Dreiecke mit den Seiten 

12 45 36 
56 23 14 
34 61 52 

auch perspectiv liegen bezüglich des CoUineationsmitlelpunktes P ; die 
Collineationsstrahlen sind hier die Geraden p^ p", p™; die CoUi- 
neationsaxen die Geraden t^^, ti;^, ti;^. 

Wir können daher sagen : ^Bezeichnet man die Eckpunkte 
eines PAscAL'schen Sechseckes mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, dann schneiden 
sich die PAScAL'schen Geraden der einfachen Sechsecke: 

123456 und 123654 
143652 » 163452 
163254 » 143256 

je in einem Punkte P, bezw. H. 
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Die zwei Punkte P,n werden, wenn man sie als zusammen- 
gehörig betrachtet, SrEii^ER'sches Gegenpunktepaar^ einzeln aber 
STÄiNER'ÄcAe Punkte genannt. 

Betrachtet man die obigen sechs Sechsecke, dann bemerkt 
man, dass die unpaaren Eckpunkte (1, 3, 5) in allen sechs Sechs- 
ecken dieselben sind, hingegen die paaren Eckpunkte (2, 4, 6) in 
der ersten Gruppe vorwärts schreitend, in der zweiten Gruppe aber 
rückwärtsschreitend cyklisch vertauscht sind. Wir erhalten dieselben 
Sechsecke, wenn wir die Eckpunkte unverändert lassen, dagegen 
die unpaaren Eckpunkte auf zweierlei Art cyklisch vertauschen. 
Nachdem man nun aus sechs Elementen drei Elemente auf zwan- 
zigerlei Art auswählen kann, so hat man in einem vollständigen 
PAscAL'schen Sechsecke zehn Paar STEiNER'sche Gegenpunkte, d. h.: 

Die sechzig PAscAL'jscben Geraden des vollständigen 
FAscAh'schen Sechseckes schneiden sich zu dreien in den 
zwanzig ^tex^er' sehen Punkten^ welche zehn Paar Steiner- 
sche Gegenpunkte bilden, 

5. Ein SxEiNER'ÄCÄeÄ Gegenpunktepaar ist ein conjugirtes 
Polenpaar bezüglich des dem PAscAL^schen Sechsecke um- 
schriebenen Kegelschnittes. 

Diesen Satz hat zuerst Hesse * mittelst eines stereometrischen 
Hilfsatzes bewiesen: 

Nehmen wir drei Geraden gi gg gg an, von welchen keine die 
anderen schneidet, und seien ha h4 hg drei Transversalen derselben 
Bezeichnet man den Schnittpunkt von gi hj mit (gi hj), die Ebene 
durch gi hj mit [gi hj], so ist die Verbindungsgerade von (gi hj) 
(gk hl) identisch mit der Schnittlinie der Ebenen [gj hJ, [gk hj] und 
die Ebene und der Punkt 

(gihj) (gkhi) (g^hn), [gi hj] [gk hl] [gm b„] 

sind Polarebenen und Pole von einander in Bezug auf die durch die 
Geraden gj gg gs hg h ^ h« gehenden Oberfläche IL 0. cp. 



1 Hesse, Ueber das geradlinige Seciiseck auf dem Hyperboloid, in : Grelle 
s' Journal, Bd. XXIV ; und Schröter, Theorie der Oberflächen IL Ordnung. 
Pag. 117. 
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Ist nun 

(gl hj (g. h,) (g, h.) = p' [gx h J [g, h.] [g, h,] = R' 

(gl h.) (g. h,) (g, hj = p" [g, h.] [g, h,] [g, h,] = R" 

(gx h,) (& hj (g, h, ) = p'" [g, h,] [g, hj [g, h.] = R'" 

(gl h.) (g. h,) (g, h,) = d [gl h.] [g, h,] [g, h,] = S' 

(gl \) (& h,) (g, h.) = a" [g, h.] [g, h,] [g5 h.] = S" 

(gl h,) (g, h,) (g, hj = o'" [gx h,] [g, \-\ [g, h,] = S'", 

so kann man zeigen, dass die Punkte R' R" R'" in jeder der Ebenen 
o' o" o'", und die Punkte S' S" S'" in jeder der Ebenen p' p" p'" liegen, 
woraus folgt, da R' der Pol von p', R" der Pol von p" etc. ist, 
und dass die Geraden 



jt ttr 



s = R' R" R'" s a' o" a"', r = S' S" S'" = p' p" p' 

reciproke Polaren sind in Bezug auf die Fläche <p. 
Es liegt nämlich 

R' auf der Geraden [gi h^] [gs hö] = (gi h«) (gjhj 
R" > [g. h,] [g5 h,] = (g3 hj (g, ha) 

R'" > feh«] [gih,] = (g5h,) (g,h«), 

und die Ebene a' geht durch diese Geraden, also auch durch die 
Punkte R'R"R'". Ebenso beweist man, dass die Ebenen a"a"' durch 
die Punkte R'R"R'" und die Ebenen p'p"p'" durch die Punkte 
S'S"S'" gehen. 

Die Geraden gi g« g^ hg h4 hg bestimmen sechs Sechsflache : 

gl hi gs h^ gj he gl hj g, \ g^ h4 

gl hl gs he g6 ha gl hfl gs h^ gg ha 

g] he gs ha gö h^ gl h^ gg hj gß \, 

deren Gegenflächen (wie [gihj] [gßhj) sich bezw. in den Ebenen 
p'p"p'"; a'a"a'" schneiden. 

Wir können daher folgenden Hillsatz aussprechen: 
»Drei Geraden, von welchen keine die anderen schneidet, und 
drei Geraden, welche alle die ersteren treffen, bestimmen sechs durch 
dieselben gehende Sechsflache, welche die Eigenschaft haben, dass 
die Schnittlinien ihrer Gegenflächen je in einer Ebene liegen, (le- 
wisse drei dieser Ebenen, und auch die übrigen drei, schneiden sich 
in je einer Geraden ; und diese zwei Geraden sind reciproke Polaren 
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in Bezug auf die durch die angenommenen Geraden gehenden 
Fläche II. 0.« 

Schneidet man nun die sechs Geraden gi gg g^ hg h^ h^, sowie 
die durch sie gehende Fläche IL 0. cp und auch die durch dieselben 
bestimmten Sechsflache mit einer Ebene e, so ist der Schnitt mit 
9 ein Kegelsnhnitt k ; mit den sechs Geraden die Punkte 13 5 2 4 6, 
welche auf k liegen; mit den Flächen der sechs Sechsflache die 
Seiten der PAscAL'schen Sechseccke 

12 3 456 1236 5 4 
143652 163452 
163254 1432 5 6; 

mit den Ebenen p' p" p'" o' a" a ", in welchen sich die Gegenflächen der 
Sechsflache schneiden, die PASCAL'schen Geraden r' r" r'" s' s" s'" jener 
Sechsecke; endlich mit den Geraden r, s, in welchen sich die Ebe- 
nen p'p"p'" und a'a"a'" schneiden, die Schnittpunkte R, S der 
PASCAL'schen Geraden r' r" r"', bezw. s' s" s"', d. h. ein Steiner'- 
sches Gegenpunktepaar. 

Nachdem aber die Geraden r, s reciproke Polaren sind in 
Bezug auf die Fläche cp, so werden die SiEiNER'schen Gegenpunkte 
R, S conjugirte Pole sein in Bezug auf den Kegelschnitt k. 

6. Ein anderer Beweis dieses Salzes stammt von v. Staudt \ 
und lautet fblgendermassen : 

Will man zwei Kegelschnitte collinear aufeinander beziehen, 
so kann man zu drei Punkten des einen drei entsprechende Punkte 
des andern nach Belieben annehmen, wodurch alsdann jedem Punkte 
des einen ein Punkt des anderen zugewiesen ist.^ 

. Beziehen wir den dem PASCAL'schen Sechseck 12 3 4 5 6 um- 
schriebenen Kegelschnitt k auf sich selbst, indem wir den drei Punk- 
ten 1, 3, 5 desselben die drei Punkte 2, 4, 6 desselben als ent- 
sprechende zuweisen. Bekanntlich sind die Tangenten der entspre- 
chenden Punkte entsprechende (leraden, so wie die Schnittpunkte 
entsprechender Geraden entsprechende Punkte. Daraus folgt, dass 
der Geraden x, in welcher die Tangenten der Eckpunkte 1, 3, 5 

1 ÖTAüDT, v.j Über die SrEiNEu'schen Gegenpunkte, in: Grelle 's Journal, 
Bd. I.XII. 

« Staudt, v., Geometrie der I^age, §.20, 
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des Dreickes 135 die Seiten 3 5, 51, 13 bezw. schneiden, diejenige 

Gerade y entspricht, in welcher die Tangenton der Eckpunkte 2, 4, 6 

der Dreieckes 2 4 6 die Seiten 4 6, 6 2, 24 bezw. schneiden. Daher 

sind auch die X, Xi und Y, Y^ imaginäre Schnittpunkte der Geraden 

X und y mit dem Kegelschnitte einander entsprechende Punkte. 

Weil 

135 XXi 7\ 246 YY^, 

so liegen die Punkte 

(14, 2 3), (3 6, 4 5), (16, 2 5), (XY„ X^ Y) 

aul derselben Geraden ; die ersten drei Punkte befinden sich aber 
auf der PAscAL'schen Geraden p^ = 1 6 3 2 5 4, daher geht die Pascal'- 
sche Gerade p^ durch den Schnittpunkt 

P = (XY„ X,Y) 
der Geraden XY^, X^Y. 

Wird aber der Kegelschnitt k derart auf sich selbst bezogen, 
dass den Punkten 1, 3, 5 die Punkte 4, 6, 2 oder 6, 2, 4 ent- 
sprechen, dann bleiben die Geraden x, y so, wie die Punktepaare 
X, Xj ; Y, Yj, entsprechend, daher ist wieder bezw. 

135 XX, 7\ 462 YYi 
135 XX, Ä 624 YYi, 

und es gehen, so wie früher, die PAscAL'schen Geraden p" = 1 2 3 4 5 6, 
p"^ = 143 65 2, durch den Punkt 

P = (XYi, X,Y). 

Bezieht man ferner den Kegelschnitt k derart auf sich selbst, 
dass den Punkten 1, 3, 5 die Punkte 2, 6, 4 oder 6, 4, 2, 
endlich 4, 2, 6 entsprechen, welche mit den ersteren 2, 4, 6 ent- 
gegengesetzten Sinnes liegen, dann bleiben noch immer die Gera- 
den X, y entsprechend, aber den Punkten X, Xi entsprechen 
jetzt die Punkte Yi, Y; daher ist 

135 XXi 7^ 264 Y^Y 
135 XXj A 642 Y,Y 
135 XX, A 426 Y^Y, 

woraus, wie früher, folgt, dass die PAscAL'schen Geraden 
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7:^=8=143256, ii^=123654, 71^^=163452 

durch den Punkt 

n = (XY, X,Y,) 
gehen. 

Die PAscAL'schen Geraden p^, p", p™ und 71^^, tc^, n^^ schnei- 
den sich aber in dem SxEiNER'schen Gegenpunktepaar P, 11, welches, 
wegen des dem Kegelschnitt einbeschriebenen (imaginären) Viereckes 
XXi YYi, als Diagonalpunktepaar konjugirt ist. 

Der Beweis kann auch aus folgenden Eigenschaften der kon- 
jugirten Punkte eines Kegelschnitts bewiesen werden: Sind 

XXi, YY„ ZZi, UU, 

vier konjugirte Punktepaare in Bezug auf einen Kegelschnitt^ 
so sind beide Punktepaare 

V = (XY, ZU), Vi = (X,U„ Y,ZO 
W = (XU, YZ), W,=(XiYi, Z^UO 

zu gleicher Zeit konjugirte Punktepaare oder nicht konjugirte 
Piinktepaare.^ 

Sind nämüch x, y, z, u, v, w die Polaren von X. Y, Z, U, 
V, W, so treffen sich x, y, v und z, u, v je in einem Punkte, da 
X, Y, V und Z, ü, V je in einer Geraden liegen. 

Nun gehen x, y, z, u durch Xj, Yj, Zj Ui, da diese Punkte 
zu X, X, Z, U konjugirt sind, und je nachdem Vi, V konjugirt sind 
oder nicht, wird V^ auf v liegen oder nicht. 

Im ersten Falle sind die Dreiecke 

X y|x,Yj . 

u z I üi Z J 

bezüglich des Collineationsmittelpunktes Vi perspectiv, also liegt 

der Punkt 

W,=(XiYi, UiZi) 
auf der Geraden 

I (x u), (y z) 



< Auffallend ist, dass Schböteb diesen Hilfsatz nicht ausgesprochen hat, 
obzwar er den Beweis, dass die ISTEiNEa'sehen Gegenpunkte konjugirte Punkte 
sind, auf diesen Hilfsatz, den er auch beweist, gründet. (Die Theorie der 
Kegelschnitte, II. Aufl., Seite 15D.) 
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Diese Gerade geht aber durch die Pole von | XU | , | YZ | und 
auf diese Weise ist sie die Polare w des Punktes 

W = (XU, YZ), 

also wird in diesem falle Wi auf w liegen, und daher Wj zu W 
konjugirt sein. 

Auf das Sechseck 12 34 5 6 übergehend, so sei 

X = (14, 2 3) Xi = (l2, 3 4) 
Y = (23, 56) Yi=(36, 25) 

: Z=(45, 12) Zi = (25, 14) 

Ü=(36, 45) Ui = (34, 56), 
daher 

XY = 23, XiUi=34, Xü = p\ XiY^=^n'^ 

UZ = 45, YiZi = 25, yZ = p", Z^Ul=7^^^ 
Da nun 

(XY, UZ) =^(2 3, 4 5), (X,U,, YiZ,) = {3 4, 2 5) 

konjugirte Punkte sind, so werden auch 

(XU, YZ)=:(p^p«j = P, (XiYi, Z,U,) = (7r^^7r^0 = n 

konjugirte Punkte sein. 

im Folgenden werden wir die STEiNER'schen Gegenpunktepaare 
mit r, 11; Ai, All A2, A2 ; A3, A^ ; B^, Bj ; B2, Bg ; Bg, B3; Cj, 
Fl ; Ca, Tg ; C3, Tg bezeichnen, und die PAscAL'schen Geraden, welche 
sich in diesen Punkten schneiden, mit ebensolchen kleinen Buchsta- 
ben, die noch zur Unterscheidung mit einem oberen Zeiger versehen 
sind. (Siehe Tabelle I.) 

3« Die Kirkman^sclien Punkte« 

7. Die sechzig VAscAVschen Geraden eines vollständi- 
gen PAscAh'schen Sechseckes schneiden sich zu dreien^ ausser 
in den zwanzig STEiNER'schen JPankten^ noch in sechzig soge- 
nannten KiRKMAN'ÄCÄe/2 Punkten. 

Die Anzahl der Seiten eines vollsändigen Sechseckes ist: (2) = 
15; und wenn die Eckpunkte desselben mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet 
werden, dann sind diese fünfzehn Seiten 

12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 26, 26, 34, 35, 36, 45, 46,56. 
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Wählt man von diesen Seiten (nach Schröter i) solche sechs, 
die ein einfaches PAscAL'sches . Sechseck bilden, dann können wir 
die restlichen neun Seiten nur auf dreierlei . Art zu solchen Sechs- 
ecken combiniren, welche sich als einfache Sechsecke des vollstän- 
digen PAScAL'schen Sechseckes erweisen ; von den PAscAL'schen 
Geraden dieser drei Sechsecke kann man zeigen, dass sich die- 
selben in einem Punkte schneiden. 

Nimmt man z. B. von den obigen fünzehn Seiten die Seilen 

des Sechseckes 

12 3 4 5 6 

weg, dann bilden die übrigen neun Seiten folgende Sechsecke: . 

13 5 2 6 4 
3 5 14 2 6 
5 13 6 4 2, 

deren Seiten alle von den Seiten des ersteren Sechseckes verschie- 
den sind, und diese Eigenschaft kommt keinem der übrigen 56 
Sechsecken zu. 

Bezeichnet man die Schnittpunkte der Gegenseiten dieser Sechs- 
ecke wie folgt 

(13, 26) = L3, (35, 64) = Mj, (62, 41) = Na 
(35, 42) = Lj, (51, 26) = Ma, (14, 63) = Na 
(13, 42)=:Li, (61, b4) = Mi, (36, b2) = Ni 

dann ist ersichtlich dass die PAscAL'schen Geraden dieser Sechsecke 

LsMgNg. L2M3N2, LjMiNi sind. 

Nun schneiden sich von den Seiten des Dreiecke Mi Mg Mg, 

NiN,N3, 

die Seiten Mg Mg, N3 Ng in dem Punkte (2 3, 14). 
M2M1, N,Ni » » (51, 6 3) 

Ml Ms, N1N3 > » (64, 52), 

welche Schnittpunkte aber infolge des PASCAL'schen Sechseckes 
15 2 3 6 4 in einer Geraden liegen. 

1 SCHKÖTKR, 1. C. p. 217. 
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Die Dreiecke MiMjMj, NiN^Ng sind daher perspectiv, und 
die Verbindungsgeraden MjNg, Mg Na, MjNi der entsprechenden Eck- 
punkte, d. h. die PAScAL'schen Geraden 

ßs" = 13 5 2 6 4 
ßa« =14 2 6 3 5 
ßi^ =13 6 4 2 5 

der drei Sechsecke schneiden sich in einem KiRKMAN'schen Punkte 

Von diesem KiRKMAN'schen Punkte, in welchem sich die Pas- 
cAL^schen Geraden der Sechsecke 

135264, 351426, 513642 

schneiden, und welche mit dem Sechsecke 123 4 5 6 keine gemein- 
schaftliche Seite haben, sagen wir mit Schröter, dass er der Pas- 
CAL'schen Geraden p" = 1 2 3 4 5 6 zugeordnet ist. Nachdem nun 
jeder PAscAL'schen Geraden ein KiRKMAN'scher Punkt V zugeordnet 
ist, so ist die Anzahl der VLikyluk^' sehen Punkte sechzig, 

4. Die ans den Pascal'schen Oeraden nnd Kirkman'- 
schen Punkten bestehenden Desargnes'sclien 

Confignrationen. 

8. In dem einer VxscxVschen Geraden zugeordneten 
KiRKMAN'ÄCÄe/z Punkte schneiden sich drei FAscAL'sche Gera- 
den, deren zugeordnete KiRKMAN'ÄcAe Punkte auf der ersten 
FAscAh'schen Geraden liegen. 

Dieser Satz wird am einfachsten bewiesen, ^ wenn man zuerst 
diejenigen drei PASCAL'schen Geraden aufschreibt, welche durch einen 
einer PAscAL'schen Geraden zugeordneten KiRKMAN'schen Punkt 
gehen, dann diejenigen neun PAscAL'schen Geraden, welche durch 
die zu den ersten drei PASCAL'schen Geraden zugeordneten Kirkma?^'- 
schen Punkte gehen, nämhch folgende Tabelle: 

* Veronese, 1. c. Pag. 17. 
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ß8" = 



135264 ^ 






l 



156342 
561234 
615423 



f a,"= 



312564 
p"=l 23456 ( ß3"=351426 i p"=l 23456 

231645 



! c,"= 



( 
I 



n 



534126 



ßi" = 513642 { p"=345612 



I 



II 



l 



Ci" = 4 5 3 26l, 

wo die PASCAL'- o n o n o n , , , ^ v^ii ^ x KIRKMAN 'sehen Punkt du 

sehen Geraden Ps P2 Pl ^^^^^ ^®°' ^«' P zugeordneten gehen " 



> 


a,"p" c," 


» 


ßa" 


» 


» 


B,'^ 


f 


a2"p" c," 


» 


ß." 


> 


» 


B." 


» 


ai"p" c," 


» 


ßi" 


> 


» 


Bi" 



Daraus ist ersichtlich, dass die den ßi" ßa" ßs" PAscAL'schen 
Geraden zugeordneten KiRKMAN'sche Punkte Bi^Ba^Bg" aut der p" 
Geraden liegen. ^ 

In der Tabelle kommen zehn PAscAL'sche Geraden vor, welche 
durch p" bestimmt sind. Aber jede der zehn PAScAL'schen Geraden 
hat die Eigenschaft, dass sie die übrigen neun auf dieselbe Art, 
wie oben p", bestimmt, was wir aus folgender Tabelle ersehen : 



II 



ß3" = 13 5264 



a," = l 56342 



( 



Cj - 

ß,"= 
c,"= 



ßl"= 



II 



p"=561234 > ßs 



164523 
641352 
4162 35 

513642 
135264 
351426 



[ ag«=65 2134 
C3" = 615423 { ß3° = 526413 

[ ai«=265341. 

< Hesse meinte, daas diejenigen PASCAL'schen Geraden, welche durch 
die den ß,'^ ß,'' ß,'i zugeordneten KiBKVAii'gchen Punkte geben, alle von 
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Es liegen daher auf jeder der PAScAL'üchen (ieraden 

,^n a II QU o II j> II „ II j, II « n p II p ii 

drei KiRKMAN'sche Punkte, und durch jeden dieser KiRKMAN'schen 
Punkte gehen drei PAscAL'sche Geraden. Diese zehn PASCAL'schen 
(ieraden schneiden sich daher in den zehn KiRKMAN'schen Punkten 

P° Bi" B2" B3" Ai" Aa^^ A3" Ci° C," C3« 

und bilden eine ÜESARcuEs'sche Configuration (lOg, IO3) (Fig. 4.), 
deren zehn Geraden und zehn Punkte PASCAL'sche Geraden und 
KiRKMAN'sche Punkte sind. 

9. Gehen wir von einem anderen PAscAL'schen Sechseck, z. B. 
von 16 3 2 5 4 aus, dessen PASCAL'sche Gerade p^ von den früheren 
zehn verschieden ist, so sind mit dieser p^ ebenfalls andere neun 
PASCAL'sche Geraden in derselben Weise verbunden, wie die frü- 
heren. Ebenso kann man noch die mit den p™u^^7i^7c^^ Pascal'- 
schen Geraden der Sechsecke 14 3 6 5 2, 163452, 123654, 
143 25 6 verbundenen je neun neue PAscAL'sche Geraden in Grup- 
pen von zehn Geraden vereinigen, wie es die I. Tabelle zeigt. 

Die T. Tabelle ist derart zusammengestellt, dass, wenn man 
die in der ersten Zeile irgend einer Gruppe befindliche PASCAL'- 
sche Gerade als CoUineationsaxe betrachtet, die darauf folgenden 
drei PAScAL'schen Geraden die projicirenden Strahlen von zwei 
perspectiven Dreiecken sind, deren Seiten die darauf folgenden 
zweimal drei PAscAL'chen Geraden sind. Wir haben daher folgen- 
den Satz: 

Die Conßguration [Vv] der sechzig ?ascmJ sehen Gera- 
den V und sechzig KiKKUA^'schen Punkten V eines vollstän- 
digen PAscAL'schen Sechseckes spaltet sich zu je zehn Gera- 
den und zehn Punkten in sechs DESARouEs'^'cAe Conßgurationen 
(10,, 10^. 



einander verschieden sind (Chklle 's Journal, Bd. LXVIII.), weshalb er 
auch die sechs DKSABGUEs'scheb Confignrationen, in welche sich die sechzig 
PAScAL'schen Geraden auflösen, nicht finden konnte. 
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10. Die durch irgend ein ^rzi-awL'scbes Gegenpnnktepaar 
gebenden sechs PAscAVschen Geraden gehören zu je einer 
der sechs DEbARouEs'fi'CÄe/2 Conßgurationen. 



I. 



II. 



III. 



P^= 



«1 



2 



b. 



c,'= 



163254 
126435 
135642 
134265 
142 563 
152634 
125364 
165423 
154326 
164532 



IV. 






163452 
146235 
132465 
135624 
165243 
162534 
152346 
124563 
145362 
154632 



ß,"= 



a 



II 



a," = 



123456 
136425 
142635 
135264 
145326 
164523 
154236 
126534 
125643 
156342 



V. 



,ni 



11 — 
T« — 

„IM 

7« — 

aj™= 
a,'"= 
bi"'= 

h ™ — 
b ™ — 



143652 
135426 
132645 
164235 
156432 
165342 
126543 
152364 
142536 
145263 



VI. 



7:^= 
a/= 
b,^= 

ß/= 
Y."= 

ß/= 

ri"= 



123654 
135246 
162435 
134625 
154362 
125463 
124536 
156234 
146523 
165324 



it^= 



»3 



VI 



b,^ 



ßi'^= 



143256 
136245 
135462 
124635 
146532 
156324 
145623 
125346 
152436 
162543 



(Tab«Ue I.) 



Dies erhellt aus Tabelle II. welche aus der I.-ten mit Rücksicht 
auf das unter Punkt 4 Gesagte gebildet wurde: 
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n 
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A, 
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Ax 
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Bx 


u IV um u I 


Bx 


ßx°, ßx^ 


ßx" 






Cx 


p IV p I pH 


Tx 


Yx"", Tx^ 


Yx^ 






A, 


a,', a,", a,™ 


A. 


a.', ««", 


«.^ 






B, 


b.^ b,"», b,' 


B8 


ßt°, ß*^, 


ß.^ 






c. 


c,\ c,», c,° 


r. 


Y«'", Y«''. 


Y*'" 






A, 


« VI j> n a m 

«8 ? «8 1 <*8 


As 


«,', «,^, 


«.^ 






B, 


U'VI U lU U I 
*^8 » ^8 » ^8 


B3 


ß,°, ß,^ 


ß." 






c, 


p VI p I pO 
^ ? ^8 1 *^ 8 


T, 


Y."S Y.^ 


Y.^ 








1 

(Tabelle U.) 









5. Die Cayley'sclien Geraden. 

11. Wir fanden oben, dass die sechzig FAscAL'schen Geraden 
zu dreien durch die zwanzig STEiNER'schen und sechzig Kirkman'- 
schen Punkte gehen, ferner dass die sechzig KiRKMAN'schen Punkte 
zu dreien in den sechzig PAscAL'schen Geraden liegen, üntersacben 
wir nun, ob nicht auch die KiKKUMi'schen Punkte za dreien 
noch in anderen Geraden liegen? 

Die zugeordneten KiRKMAN'schen Punkte P', P", P™ der sich 
in dem SxEiNER'schein Punkte P schneidenden PASCAL'schen Geraden 
P*i p", P™ sind die Schnittpunkte von folgenden PAscAL'schen Geraden : 



a.'=l 26435 ß,° 
oe,»=135642 ß,° 
V=l 34265 ß,° 

Von den Dreiecken 



136425 
142635 
135264 



Tx — 
V in 

Y« — 



135426 
132645 
164235. 



«.'ßx^Y."". «s'ßi"Y."', «.'ß,"Y. 



in 



kann man aber beweisen, dass dieselben paarweise perspectiv 
liegen. 
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Es ist nämlich 

^' "^deÄa'Sr^' ("l' Pl") ^««' Pa"") "^'^ PASCAL'ache Gerade C,^\ 

(ßi° Yi"^) (ß." Ys"') » > a.^ 

(Yi"'«!^) (Ys^'O > » b,^, 

da diese Geraden bezw. durch die PAScAL'schen Punkte (51, 6 4), 
(35, 42); (13, 42), (51, 26); (35, 26), (13, 64) gehen. 

Da nun diese PASCAL'scheu Geraden ag^^ bg^^ Cj^^ sich in 
demjenigen KiRKMAN'schen Punkt 11^^ schneiden, welcher der Pas- 
cAL'schen Geraden tc^ zugeordnet ist, so liegen die Schnittpunkte 
der entsprechenden Seiten der Dreiecke o^^ ß^" y^™, Oj" ßa y«™» ^- b. 
die KiRKMAN'schen Punkte 

F = (a,^a,^a3^), P° = (ßi"ßa"ßs°^), P°' = (Yi"'Y2™Y8°') 

in derselben Geraden p. 

Wir erhallen daher folgenden Satz: 

Die den drei sicli in einem STEi-sEK'scben Pankte schnei- 
denden PAscAL'schen Geraden zugeordneten drei KiRKMAN'ÄCÄe/i 
Funkte liegen in einer Geraden; diese Gerade nennt man 
die dem STE^^ER'scAen Punkte zugeordnete CAYLEv^scbe Gerade.^ 

Nachdem das vollständige PAscAL'sche Sechseck zwanzig Stei- 
NER'sche Punkte bestimmt, so ist auch die Anzahl der CAYLEv'schen 
Geraden zwanzig. Daher: 

Die sechzig KiRKMAN'schen Punkte liegen zu dreien in 
den zwanzig Q.ay\,ey' sehen Creraden. 

Anmerkung. Wir bezeichnen die CAYLEv'schen Geraden mit 
ebensolchen kleinen Buchstaben, wie die SxEiNER'schen Punkte, wel- 
chen dieselben zugeordnet sind, und nennen die einem Steiner'- 
schen Gegenpunktepaare zugeordneten CAVLEv'sche Geraden Gegen- 
geradepaare, 

12. Aus dem Früheren folgt, dass die Dreiecke ai^ßi"Yi"S 
«2^ ßa" Y2™» «8^ ßs" Ya™ bezüglich der CAVLEv'schen Geraden 

als Collinealionsaxe paarweise perspectiv liegen ; die projicirenden Strah- 
len sind die PASCAL'schen Geraden aj^^ h^^ Cj^^, ag^ ba^ Cj^, a,^^ bg^^ Cj^^, 

^ Grelle 's Journal, Bd. XLI. 
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die drei CollineationsiiiitielpoDkte die auf der CAYLEr'schea Geraden 
n liegenden KisjuiAN'scben Punkte 

W^=(ti^'^W^e,'^), ir=(a,^b/0» ir'=(a3^b,"c,"). 

Wir haben daher: 

Die neun PAscAi/scben Geraden, welche darcb die drei, 
aa/ einer CAYhEY'scben Geraden liegenden KiRKMAs'scben Pankte 
geben^ bestimmen drei paarweise perspective Dreiecke. Die 
nenn projicirenden Strablen der Eckpunkte sind PxscAh'scbe 
Geraden ; die drei CoUineationsmittelpunkte . sind Kirkman'- 
scbe Punkte, welcbe auf einer CA\i.^'scben Geraden liegen. 
Diese CAYEY'scbe Gerade bildet mit der erst erwäbnten ein 
Gegengeradenpaar. 

In dieser Ck)niiguration kommen vor : ein CAYLEv'sches Gegen- 
geradenpaar, sechs auf diesem liegende KiRKMAN'sche Punkte und 
achtzehn durch diese gehende PASCAL'sche Geraden. Das vollständige 
PAscAi/sche Sechseck bestimmt 10 derartige Configurationen ; jede 
PASCAL^sche Gerade gehört zu drei solchen Configurationen, hinge- 
gen haben immer zwei dieser Configurationen vier gemeinsame 
PAscAL'sche Geraden (Tabelle III.). 

13. Jede CAYLEv'scbe Gerade gebt durcb denjenigen 
STELHEiiScben Punkt, welcber Gegenpunkt ist von dem der 
Gersten zugeordneten ÜTEisER'scben Punkte. 

Die Dreiecke 

liegen nämlich perspectiv, denn es ist 

(«i' ßi") («2" ßa") = c«^^ = 1 2 4 6 3 5 

G3x"0 (ß»"^ = I (3 6, 5 2) (14, 3 6) I =3 6 
(tc^^«!^) (71^ aj^) = I (34, 12) (5 6, 12) | =12; 

weshalb die Schnittpunkte der entsprechenden Seilen in einer Geraden 
liegen. Also Hegt der SxEiNER'sche Punkt Il = (n^^Tz^n^^) in der- 
jenigen CAVLEY'schen Geraden p, welche die KiRKMAN'schen Punkte 
P^ = (ai' o^» 03^), P" = (ßi" ß," ßj") verbindet. 

Daraus folgt ferner, dass jede der in Punkt 12 vorkom- 
menden Configurationen alle zehn SiEiNER'schen Gegenpunktepaare 
aufnimmt, nämlich : ein SxEiNER'sches Gegenpunktepaar liegt auf den 
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zwei CAYLEv'schen Geraden, die übrigen neun Paare aber auf den 
achtzehn PASCAL'schen Geraden. 

14. Untersuchen wir nun, ob ein SxEiNER'scher Punkt P und 
seine zugeordnete CAYLEv'sche Gerade p Pol und Polare sind in 




P 
ai 
a« 
as 

bi 
b. 

b, 

Ca 
Ca 

«1 

Ctg 

«3 

ßl 
ß. 
ß. 

Ti 
T« 






= (a, 



IV 



2 



a, 



IV ^IV 



^n 



IV ^VI 



2 



it") 



B,^ = 

B3^' = 

] 
2 



A,' 



A ^ 






2 — 



B" 



8 — 

riii 
2 — 

p III 
^8 



(Y.^^ r«'^ "'^) 

(Yi^'Y2^'^^') 
(a,'^b,'^Ci'^) 

(bi' c/ p') 

(b,' c,' p') 

(b,' c,' p') 

(C« a,« p") 

(c," a," p") 

(Ca" a," p°) 

(Bg™ b,™ pi«) 
(a,'" b,™ p™) 



/^ II 



pil __ 

A," = 
AH- 



2 — 



(ßx" ß*" ßa") 
(C« c," ßx") 
(Ca" C,'' ßg«) 



A " 

B,™ 
B,™ 
Gl' 
C*' 

A/ 

j 

•2 
3 

'2 
'3 

r VI 



In, 11 r» II 



(er c," ß,") 



III) 



(a,«'a,«'ri'") 
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(Y3^««^b,^) 



Ax™=(b,'«b™,Yi'") 
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/■„ V 






— /^ VI -, VI 



= (Yi 



0C1 



b,^') 



2 — 



r IV 

^3 



(«a^ ßa^ C/) 
«' ß," C") 



2 — 

A,™ = 

Bx' = 
B,' = 

Ba' = 

Cx« = 

Li2 ^^ 

c:." = 
n^' = 

Ax^'= 
A,"= 
A,^ = 
Bi^'= 
B,'^= 

Ba^ = 

r IV 

r V _ 

■■-3 — 



(b,"'bx"'Y.™) 
(bx^bg^rs'") 
(c,' Ca^ ox') 
(Ca' Cx^ Oj^) 
(Cx' Cj^ a,') 



(ag^a.'^ßx") 
(as"ax"ß,") 
(ax« a," ß,«) 
(a.^' b,^' c,^«) 



(ß.^'Ti'^'a,^') 
(ß.'^Y«'^ax'^) 
(ß/Yi^a,^) 
(Y*^ a.^ b,") 
(Y»'^ «.'^ bx'^) 
(Yi^ *i^ b,^) 
(«/' ß/' c,^) 
(a,'^ ß,'^ Cx'^) 
(«1^ ßi" c,^) 






(TabeUe. III.) 



Bezug auf den dem PAscAL'schen Sechseck umschriebenen Kegel- 
schnitt ? 

Wenn man beweisen kann, dass es einen Punkt giebt, welcher 
zu P konjugirt ist, aber auserhalb p liegt; dann kann die Gerade 
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p nicht die Polare von P sein, denn diese enthält alle zu P kon- 
jugirten Punkte. 

Der Pol der durch P gehenden PAscAL'schen Geraden p" = 
1234 56 ist der Schnittpunkt (m, n) der Polaren ra, n der Punkte 
(12, 4 5;, bezw. (23, 5 6); und der Schnittpunkt (m, n) ist zu 
P konjugirt. Die Polaren m, n gehen aber infolge der Virecke 
124 5, 2356 durch die Punkte (1 5, 2 4), (1 4, 2 5), bezw. (2 5, 3 6), 
(3 5, 2 6). 

Gienge nun die Gerade p durch den Punkt (m, n), so wären die 
Dreiecke mit den Eckpunkten 

(14, 25), (25, 36), (ßx" ß,° ßs"^)=P" 
(15,24), (35,26), (Ti°^Y2^°Ys^°) = P"^ 

perspectiv, da die Eckpunkte der ersten Reihe in m, die der zweiten 
in n, und die der dritten in p liegen. Aber die Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten dieser Dreiecke sind nicht andere, als 

pLkt ^S^ 2 5 nnd bi^ = 1 5 3 4 2 6 der 'Puikt (2 5, b/) 

ß8°=135264 » Y8°'=164235 » (35,64) 
ßi°=136425 » Yi^°=135426 > (13, 42). 

Von diesen Punkten liegen die zwei letzteren in der Geraden 
ai^ = l 3 5 246, der erste liegt aber ausserhalb aj^, da die Gerade 
b/ den Punkt (2 5, 1 6) Dicht enthält. 

Die zwei obigen Dreiecke sind daher nicht perspectiv, und 
der zu P konjugirte Punkt (m, n) liegt nicht auf der Geraden p. 
Daher ist die Gerade p nicht die Polare von P, and aus 
demselben Grande aach n nicht die Polare von U, 

Untersuchen wir nun, ob nicht die Geraden p, n konjugirte 
Geraden sind in Bezug auf den dem PAscAL'schen Sechseck um- 
schriebenen Kegelschnitt? 

Wären p und n konjugirt, so mQsste der Pol P' von p, 
welcher laut Obigem von P verschiec'en ist, auf n liegen. Dann, 
müsste aber, da 11, P' und 11, P (5 u. 6) konjugirt sind, die Gerade 
PF = TC die Polare von 11 sein, was infolge des Obigen unmöglich 
ist. Wir haben daher: 

Die CAYhEY'scben Gegengeradenpare sind nicht conja- 
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girt in Bezug auf den dem VA^cKiJscbem Sechseck unscbrie- 
benen Kegelschnitt^ 

6. Die Steiner'Bchen Geraden. 

15. Wir haben unter Punkt 4 bewiesen, dass die Dreiecke 

mit den Seiten 

12 34 56 

45 61 23 

36 25 14 

bezüglich des Collineatonsmittelpunktes n paarweise perspectiv lie- 
gen ; die gemeinsamen projicirenden Strahlen sind die PAScAL'schen 
Geraden tc^^, ti^, tz^^ ; die drei Collineationsaxen die sich im Punkte 
P schneidenden PAscAL'schen Geraden p\ p", p™, und endlich waren 
P, n SxEiNER'sche Gegenpunkte. Ebenso hätte man auch beweisen 
können, was übrigens auch aus dem Obigen folgt, dass die Dreiecke 
mit den Seiten 

12 45 36 
34 61 25 
56 23 14 

bezüglich des Collineatiosmittelpunktes P perspectiv liegen; wobei 
die projicirenden Strahlen die Geraden p\ p", p™, die Collineation- 
saxen aber die sich in 11 schneidenden Geraden ti^^, tc^, tz^^ sind. 

Betrachtet man die Seiten der in der ersten oder zweiten dieser 
Gruppen befindlichen Dreiecke, so ersieht man, dass 

der Schoittpun^^^^^^^^ 12, 61, 14 der Punkt 1 ist, 

12, 23, 25 > 2 » 

34, 23, 36 » 3 » 

34, 45, 14 > 4 ^ 

» 56, 45, 25 » 5 » 

56, §1, 36 » 6 », 

während die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten der Drei- 
ecke auf den drei Collineationsaxen liegen, die sich in einem Punkte 
schneiden. Wir haben daher: 

* Verontoe, 1. c. p. 87. 
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Wenn drei Dreiecke au{ einander derart bezogen sind, dass 



jeder Seite des einen Dreieckes 
je eine Seite der übrigen zwei 

entspricht, und die Schnitt- 
punkte der nicht entsprechenden 
Seiten die Eckpunkte eines und 
desselben PAscAL'schen Sechs- 
eckes sind, dann sind die Drei- 
ecke bezüglich desselben Colli- 
neationsmittelpunktes perspectiv 
weshalb auch die Schnittpunkte 
der entsprechenden Seiten der 
Dreiecke in drei sich in einem 
Punkte schneidenden Geraden 
liegen.« 



jedem Eckpunkte des einen Drei- 
eckes je ein Eckpunkt der üb- 
rigen zwei entspricht, und 
liegen die nicht entsprechenden 
Punkte in sechs Geraden, wel- 
che ein BRiANCHON'sches Sech- 
seit bilden, d. h. Tangenten eines 

Kegelschnitts sind, so liegen 
die Dreiecke bezüglich derselben 
CoUineationsaxe perspectiv, wes- 
halb auch die Verbindungsgera- 
den der entsprechenden Eck- 
punkte sich in drei Punkten 
schneiden, welche aut derselben 



Geraden liegen«. 

Betrachtet man die Seiten jener Dreiecke, so sieht man, dass 
die Seiten der in der ersten, bezw. zweiten Gruppe vorhandenen Drei- 
ecke die Verbindungsgeraden der Punkte 13 5 mit 24 6, 4 6 2, 6 2 4, 
bezw. 264, 64 2, 426 sind; also liegen die sechs Eckpunkte des 
PAscAL'schen Sechseckes auf den Seiten jedes Dreieckes. 

Die Frage ist nun, wieviel derartige Dreiecke A sind 
bei, dem vollständigen VhscKiJscben Sechseck vorbanden und 
auf wievielerlei Arten kann man dieselben zu dreien wie 
oben gruppiren? 

16. Die sechs Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 haben fünzehn Ver- 
bindungsgeraden. Jede dieser Geraden, bildet mit jedem der drei 
Geradenpaare, welche durch die übrigen vier Eckpunkte gelegt 
werden können, je ein solches Dreieck A, dessen Seiten alle sechs 
Eckpunkte tragen. Jede der fünfzehn Verbindungsgeraden ist daher 
eine Seite von drei Dreiecken A, daher ist die Anzahl dieser Drei- 
ecke = 15.3: 3 = 15. 

Die 45 Eckpunkte der 15 Dreiecke A sind PAscAL'sche Punkte, 
und es gehen durch jeden dieser Eckpunkte vier PAscAL'sche Geraden. 
Z. B. gehen durch den PAscAL'schen Punkt (1 2, 4 5) die PAscAL'- 
schen Geraden 

p"=l23456, a8"'=126543, b3^^=126453, 0,^= 123646, 
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daher schneiden sieb die sechzig VxscxiJscben Geraden des 
vollständigen ?ascmJ sehen Sechseckes zu vieren in den 
fünfandvierzig Eckpunkten der fünfzehn Dreiecke A; und 
a,uf jeder PAscAL'schen Geraden liegen drei solche Eckpunkte. 
(4.46=3,60,) 

Was die Anzahl der Gruppen anbelangt, in welche die 15 
Dreiecke A zu dreien derartig verteilt werden können, dass diesel- 
ben paarweise perspectiv liegen, so greife man aus den 1, 2, 3, 4, 
5, 6 Punkten beliebige drei heraus, und verbinde diese mit den drei 
anderen, sowohl als auch mit den durch cyklische Vertauschung von 
ihnen entstehenden Komplexionen ; diese Verbindungsgeraden sind die 
Seiten von drei paarweise perspectiven Dreiecken A. Daher: 

Die fünfzehn Dreiecke A kann man zu dreien in zwanzig 
Gruppen verteilen derartig, dass die Dreiecke jeder Gruppe 
bezüglich desselben Collineationsmittelpanktes perspectiv 
liegen ; die zwanzig so erhaltenen Collineationsmittelpunkte, 
so wie die zwanzig Schnittpunkte ihrer Collineationsaxen 
sind die zwanzig Steiner'äcäö Punkte, 

17. Jedes der Dreiecke A kommt in vier Gruppen vor; so kommt 
z. B. das Dreieck mit den Seiten 12, 34, 5 6, welches wir mit [1 2 
34 5 6] bezeichnen, in vier Gruppen vor : 

[12 34 56] [12 34 65] [12 34 56] [12 43 65] 
[45 61 32] [64 15 32] [53 16 42] [45 62 13] 
[36 52 14] [35 62 14] [46 52 13] [63 15 42]. 

Die Collineationsaxen, welche zu diesen perspectiven Dreiecken 
gehören, sind: 

p°=123456 ai™=123465 a2«^=:l 24356 a3"^ = l 26543 
p™=143652 ai" =143562 a^" =134652 ag" =156342 
p^ =163254 ai^^ = 153264 a^^ =1 64253 38^^ = 1 36245, 

welche sich in den mit P, Ai, Aj, Ag bezeichneten SxEiNER'schen 
Punkten schneiden.. 

Hingegen sind die Projectionsstrahlen der perspectiven Dreiecke 

/c^^ = 163452 01^=126435 0^^^ = 125346 03^=154362 
TC^ =123654 Oi^^ = 146532 02^=135642 08^^ = 124563 
71^^ = 143256 Oi^ =156234 0^^^ = 165243 08^=134265, 

welche sich in den 

n, Äx, Äg, A| 
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STEiNER'schen Punkten schneiden, die mit den obigen P, Aj, A,, A, 
Punkten je ein SxFiNER'sches üegenpunktepaar bilden. Letztere 
Eigenschalt des angenommeenen Dreieckes [12 3 4 5 6] können 
wir so ausdrücken: »Die aus den Eckpunkten des Dreieckes A = 
[12 34 5 6] ausstrahlenden zwölf PAscAL'schen Geraden schneiden 
sich in den vier Steiner 'sehen Punkten: H, Ai, A2, A3 (Fig. 9.)« 
Diese zwölf PAscAL'schen Geraden schneiden sich aber noch 
zu dreien in vier KiRKMAN'schen Punkten 

A3^=(a,^^a,^0, 

welche den PAscAL'schen Geraden p\ a^^^, ag^, ag^^ zugeordnet sind; 
daraus haben wir: 

Die aas den Eckpunkten eines Jeden A Dreieckes aus- 
strahlenden zwölf PAscAL'scien Geraden schneiden sich zu 
dreien in vier STEHiER'scben und vier KiRKMAi^'schen Funkten. 
18. Ziehen wir jetzt die Dreiecke mit folgenden Seiten in 
Betracht : 

56 34 12 

ai" = 143562 a2«=134652 a3"^=156342 
ai"^ = 123465 a2"'=124356 a3"^=126543! 

Das erste dieser Dreiecke ist mit dem zweiten und dritten 
perspectiv, denn die Schnittpunkte der entsprechenden Stuten liegen 
in den PAscAL'schen Geraden p"^= 143652, bzw. p"=: 123456; 
daher sind (nach Punkt 2) die Schnittpunkte der nicht entspre- 
chenden Seilen des ersten und zweiten, sowie des ersten und drit- 
ten Dreieckes die Eckpunkte von je einem PAscAL'schen Sechsecke. 
Die Schnittpunkte sind aber in beiden Fällen dieselben, denn 

der Schnittpunkt von aa", und ag"^ mit 5 6 ist der Punkt (5 6, 1 3) 

(34, 15) 

(12, 53) 

(56, 24) 

» aa" > ai"' > 12 » (12, 6 4) 

(3 4, 2 6), 

daher sind die Schnittpunkte der nicht entsprechenden Seiten des 
zweiten und dritten Dreieckes die Eckpunkte eines PAscAL'schen 
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Sechseckes, woraus man folgern kann, dass auch diese zwei Drei- 
ecke bezüglich eines Collineationsmittelpunktes Pi^ perspectiv liegen, 
d. h. die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten aj", aj"^; a2'^ a,™; 
^s"» sis"^ befinden sich auf einer Geraden (Fig. 8). 

Wenn aber die Schnittpunkte der nicht entsprechen den Seiten 
dreier Dreiecke die Eckpunkte eines PAscAL'schen Sechseckes sind, 
dann sind (15.) die Dreiecke bezüglich desselben Collineationsmittel- 
punktes perspectiv, und es schneiden sich die CoUinentionsaxen in 
demselben Punkte. Daraus folgt, dass die Schnittpunkte der Pascal'- 
schen Geraden p", p"'; ai", aj"^; aa^\ a«™; aj", aj™, d. h. die 
SxEiNER'schen Punkte P, Aj, Ag, Aj in derselben Geraden liegen. 
Eine solche Gerade, auf welcher vier SxEiNER'sche Punkte liegen, 
nennt man SxEiNER'^^cAe Gerade. 

Nachdem das vollständige PAscAL'sche Sechseck fünzehn Drei- 
ecke A bestimmt, und jedes dieser Dreiecke, wie wir gesehen haben, 
zu einer SxEiNER'schen Geraden führt, so ist die Anzahl der 
STEivER^schen Geraden fünzehn. Daher: 

Die zwanzig SrEi^ER'schen Punkte liegen za vieren in 
fünfzehn STEmzK'schen Geraden derart, dass durch Jeden 
SxEiNER'ÄCÄei2 Punkt dre/ SxEiNER'ÄCÄe Geraden gehen. (15,4= 
20.3.) 1 

Die aus den zwanzig SxEiNER'ÄcAe/z Punkten und fünf- 
zehn SxEiNER'ÄCÄe/2 Geraden bestehende Conßguration (15^, 
20J wird von drei bezüglich desselben Collineationsmittel- 
punktes paarweise perspectiven Dreiecken gebildet ; die neun 
Seiten der Dreiecke, die projicirenden Strahlen und die drei 
Collineationsaxen bilden die Geraden der Conßguration. 

Diese Conßguration soll als die HEssE'sche bezeichnet werden, 
weil Hesse es war, der diese gegenseitige Lage der SxEiNER'schen 
Punkte und Geraden erkannte.* 

Anmerkung. 1. Diejenigen zwei DESAROUEs'schen Configuratio- 
nen IL, III. deren Teile beim Beweise des Satzes benutzt wurden, 
dass die SxEiNER'schen Punkte P, Aj, Aj, Ag in der SxEiNER'schen Gera- 



» Plückeb, lieber ein neues Princip der Geometrie, in : Chej.le *s Journal, 
Bd. V ; auch in Schröter's Theorie der Kegelschnitte, §. 28, 
* CBEI.LE 's Journal, Bd. XLI, 
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den I PAjAa Ag I liegen, so wohl als auch das Dreieck A=[l 2 3 4 56] 
soll der SxEiNER'schen Geraden »zugeordnet« genannt werden. 

2. Die SxEiNER'schen Geraden bezeichnen wir allgemein mit 
a; die IPA^A^As] mit a^^> "^ sowie [1 2 34 56] mit A"^ "^ 
wo die oberen Zeiger die Nummern der zugeordneten Desargues'- 
schen Configurationen sind. 

3. Im 1 7. Punkte sahen wir, dass sich die aus den Eckpunkten 
des der Steiner 'sehen Geraden a"' "^ = | PA^AgAg | zugeordneten 
Dreieckes A"' "^ ausstrahlenden zwölt PASCAL'schen Geraden in den 
Gegenpunkten 11 Ai A2 Ag der SxEiNER'schen Punkte P Aj Ag Ag 
und in den vier KiRKMAN'schen Punkten P^ Ai^"^ A>J Ag^^ schneiden. 
Die Vierecke H A, A3 A3, P A^^^ A/ Ag^^ und das Vierseit p^ aj^^ a^^ a/^ 
sollen als der SxEiNER'schen Geraden a"» "^ zugeordnet und mit S"' "^ 
bezw. V"' "\ v"' "^ bezeichnet werden. Es gibt 15 derartige Vier- 
ecke S und V und Vierseite v, den 15 Geraden a entsprechend. 

7. Die Salmon^schen Geraden. 

19. Den auf der SxEiNER'schen Geraden a"^ "^ liegenden 
PAjAaAg SxEiNER'schen Punkten sind die CAYLEv'schen Geraden 
paiaaag zugeordnet. Von diesen CAVLEv'schen Geraden lässt sich 
beweisen, dass sie sich in einem Punkte S"* "^ dem sogannten 
Salmorf sehen Punkte schneiden, welchen man der angenommen 
SxEiNER'schen Geraden a"» "^ zugeordnet nennen kann. 

Von den PAScAL'schen Geraden 

ai^v=l 53 264 bi"' = 15 2364 Ci"=l 6 2354 
a/ =135246 b2"^=:142536 C2"=132546 
ag^^= 13 62 45 bg"^^ 145 263 Cg"=: 154 2 36, 

schneiden sich nämlich die in der ersten, zweiten und dritten Zeile 
befindlichen in den Punkten bezw. (2 3, 1 4), (2 5, 1 6), (5 4, 3 6), 
welche auf der PAscAL'schen Gerade p^ = 163 254 liegen. Daraus 
folgt aber, dass die Dreiecke 



al'^a/a3^^ bl°^b2"^b3"^ Ci^c^^c 



II 
3 



bezüglich der Collineationsaxe p^ paarweise perspectiv gelegen sind, 
und daher die drei Collineationsmittelpunkte, welche dieser Lage 
entsprechen, sich in derselben Geraden befinden. 
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Aber die zu dem ersten und zweiten, ersten und dritten, 
zweiten und dritten der perspectiven Dreiecke gehörigen Projections- 
strahlen sind 
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Daher schneiden sich die CAYLEv'Hchen Geraden aj a.^ ^z 
auf der Verbindungsgeraden der KiRKMAN'schen Punkte P™ = 

(Ti"'T2"'r3'")> P" = (ßi"ß2"ß3"), d. h. auf der CAYLEY'schen Geraden 
p. Wir haben also: 

Die vier CAYLEY^schen Geraden, welche den vier auf 
einer STEi^ER^schen Geraden hegenden STEisER'schen Punkten 
zugeordnet sind, schneiden sich in einem, der SrE^ER^schen 
Geraden zugeordneten, Salmoi^' sehen Funkte, 

Ferner : 

Die zwanzig Qa ayi.ey' sehen , Geraden gehen zu vieren 
durch die fünfzehn Saluoi^' sehen Funkte; auf Jeder Gayley'- 
schen Geraden liegen drei SALMON'ÄcAe Funkte, 

Die zwanzig CAYLEY^schen Geraden und fünfzehn Salmon'- 
schen Funkte bilden eine Conßguration H'=f20^j 15 J, weiche 
reciprok ist mit der EEssE'schen Conßguration H^(15^, 20 J 
und aus drei, bezüglich derselben Collineationsaxe paar- 
weise perspectiven Dreiecken, den neun projicirenden Strah- 
len und der Geraden der drei CoUineationsmittelpunkte 
besteht. 

20. Man kann auch au( eine andere Art beweisen, dass sich 
die CAYLEY'schen Geraden p ai ag ag in einem Punkte schneiden. 

Von den Dreiecken mit den Eckpunkten (Fig. 9.) 
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Ai'^A,^A 



VI 



3 



(34, 12) (12, 56) (56, 34) 
Ai Af As 

sind nämlich die ersten zwei perspectiv, da die in den Reihen befind- 
Hchen entsprechenden Eckpunkte in den Geraden v^n^n^^ hegen, 
welche sich im STEiNER'schen Punkte 11 schneiden. Daher berühren die 
Verbiudungsgeraden a^^ a^^^ ol^^ ol^"^ a,^^ ag^ der nicht entsprechenden 
Eckpunkte (2.) einen Kegelschnitt. Diese Verbindungsgeraden gehen 
aber auch durch die Eckpunkte AiAgAg des dritten Dreieckes; 
daher (15.) sind obige drei Dreiecke paarweise perspectiv, und die 
CoUineationsmittelpunkte liegen in einer Geraden. Aber die ent- 
sprechenden Eckpunkte des ersten und dritten Dreieckes liegen in 
den CAYLEv'schen Geraden ai a^ ag, die entsprechenden Eckpunkte 
des zweiten und dritten Dreieckes in den PAScAL'schen Geraden 
a^ (t^ a8^ weshalb sich auch die CAYLEv'schen Geraden aj aj ag auf 
der Verbindungsgeraden des KiRKMAw'schen Punktes P^ = (ai'aa^ag^) 
mit dem SxEiNER'schen Punkte 11, d. h auf der CAYLEv'schen Gera- 
den I nP'P"P™ I = p schneiden. 

21. In der soeben beschriebenen Configuration kommen vier 
CAYLEv'sche Geraden p ai a^ ag vor, welche sich in dem Salmon'- 
schen Punkte V^> ^" schneiden ; 

auf p liegen' die Punkte 11, P^ 
» aj » » » Ai, k-^^ 

» ag » > » Ag, Ag , 



VI 



welche die Eckpunkte der S"' "^ = PAi A^ Ag, V°' ^"^P^A^^^Aj^Ag 
Vierecke sind. Jedes dieser Vierecke kann man in vier mit A"'™ = 
[12 34 5 6] perspective Dreiecke zerlegen ; die CoUineationsmittel- 
punkte sind die Eckpunkte der Vierecke V"' ™, bezw. S^^' ™. 

Also : Auf den durch einen SALuoN'schen Punkt S geben- 
den vier CAYhEY'schen Geraden liegen vier Steiner'äcäö Funkte, 
welche ein S Viereck bestimmen. Dasselbe zer/ällt in vier 
mit demselben Dreieck A perspective Dreicke; die CoUi- 
neationsmittelpunkte sind vier, auf den vier CAYLEY^schen 
Geraden liegende KiRKUAVi'sche Funkte, welche ein Viereck 
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V bestimmen^ die Projectionsstrahlen sind die aus diesen 
KiRKMAN'ÄCÄeiJ Punkten ausstrahlenden ^ascmJ sehen Geraden. 
Anmerkung. In der 1-ten Reihe der IV. Tabelle befinden sich die 
in einer SxEiNER'schen Geraden a liegenden SxEiNER'schen Punkte ; in 
der 2-ten die CAVLEY'schen Geraden, die sich in dem zugeordneten 
SALMON'schen Punkte 2 schneiden ; in der 3-ten die Eckpunkte, 
in der 4-ten die Seiten der zugeordneten Vierecke V und Vierseite 
V ; endlich in der 5-ten und 6-ten die zugeordneten A Dreiecke und 
die Nummern der ÜESARGUEs'schen Configurationen. 

8, Die segenseitiee Lage der Desargnes^schen und 

Hesse'sclien Configurationen. 

22. Wir haben im 13. Punkte bewiesen, dass jede Cayley'- 
sche Gerade durch den Gegenpunkt des ihr zugeordneten Steiner '- 
sehen Punktes geht. Daraus folgt aber, dass die HEssE'schen Confi- 
gurationen H, H' mit einander in Verbindung stehen, u. z. : 

Die Conßguration H= (15^, 20.J der STEiNER's'CÄe/? Punkte 
und Geraden, so wie die Conßguration II' = (20^, 15 J der 
CAYLEY'Ä'CÄe/2 Geraden und ^ALuo^'schen Punkte, bilden zusam- 
men eine Conßguration (35^, 3ö^), Die fünfundreissig Gera- 
den und Punkte dieser Conßguration sind die fünfzehn 
STEiNER'ÄCÄe/2 Und zwanzig CAYi^EY'schen Geraden, bezw. die 
zwanzig STEiiJER'schen und fünfzehn SALMOi^'schen Punkte. 
Auf Jeder der STEiT^ER'schen Geraden liegen vier Steiner'- 
sche Punkte, auf Jeder der Cayley' sehen Geraden aber drei 
Salmon'äcäc und ein STEiNER'^cÄer Punkt; durch Jeden der 
SxEiNER'ÄCÄefl Punkte gehen drei Steiner'äcäö und eine Cayley'- 
sche Gerade, durch Jeden der Sa^lmoi^' sehen Punkte gehen 
vier CAYLEY^sche Geraden. 

Diese Configuration ist die centrale oder parallele Projection 
von drei bezüglich desselben ColUneationsmittelpunktes paarweise 
perspectiven Tetraeder, der Schnittgeraden und Schnittpunkte der 
entsprechenden Flächen und Kanten, der geraeinsamen projicirenden 
Strahlen der entsprechenden Eckpunkte, endlich der Schnittgeraden 
ihrer drei CoUineationsebenen. 

Die Configuration (354,354) wird auf folgende Art construirt: 
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Durch Punkt P der Ebene ziehen wir vier Geraden: PAiAgAg, 
PBiBjBg, PC1C2C., und t:. Dann construiren wir drei Vierecke, 
deren Eckpunkte auf den angenommenen Geraden liegen ; die Seiten 
dieser Vierecke sind : Aj Bj, Bi Q^ Q Aj^ ai^ ßi, yi ; wobei die Punkte 
Ai, Bi, Ci auf den drei ersten Geraden, der vierte Eckpunkt (ai ßi yi) 
aber auf der vierten Geraden n liegt, und i = l,2, 3 ist. Diese drei 
Vierecke kann man auf viererlei Arten in drei bezüglich des Col- 
lineationsmittelpunktes P paarweise perspective Dreiecke zerlegen ; 
die Seiten derselben sind 

Ai Bi. Bi Ci, Ci Ai ^ 
Ai Bi, ai, ßi 

Bi Ci, ßi, Ti 

Ci Ai, Yi, ai ^ (i=l,2,3), 

die Collineationsaxen | Ai Bi Fi | , ci, ai, bj. . . . = 1,2,3), welche 
sich in den auf der Geraden p liegenden Collinealionsmittelpunkten 
7w, (Cj Ca Cj), (ai ag aj), (bj bj h^) schneiden. 

23. Untersuchen wir jetzt, in welcher Lage sich die Desargues'- 
sche Configuration (10g, 10g) gegenüber der zwei HEssE'schen Con- 
figurationen H. H' befindet. 

Von den zehn Geraden der H. DEbARcuEs'.schen Configuration 
gehen 

p"ai"a2"a3^^ bezw. durch die SrEiNER'schen Punkte PAjAgAg 

p''Ci"C2"C3" » > » » * PC1C2C3 

Ci^ai^ßa^ßg" ^ > » » > C1A1B2B3 

C2"a2"ß3"ßl" » - ^ > » C2A2B3B1 

C3"ag"ß,"ß2" > > > » > C3A3B1B2; 

diese SxEiNER'schen Punkte liegen je in einer STEiNER'schen Gera- 
den, und endlich bilden diese fünf Geraden ein vollständiges Fünf- 
seit (Fig. 6). 

Da die zehn Geraden der DESARcuEs'schen Configuration 
durch die zehn Eckpunkte des Fünfseits gehen, so können wir 
sagen, dass die DssARcuEs'sche Configuration dem Fünfseit um- 
schrieben ist. 

Das Fünfseit und die IL DESARcuEs'sche Configuration bilden 
zusammen eine Configuration (lö^, 203) ; die drei perspectiven Dreiecke 

3 
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sind z. B. ai" a^" ag", Ci" Cj" Cg", Bi Bg Bj ; die projicirenden Strah- 
len ßi", ßa", ßa"; die Collineationsaxen p", o^> "= | PAiA^AjI; 

Von den zehn KiRKMAN'schen Punkten der 11. DESARGUEs'scheu 
Configuration liegen 

P^Ai^Aj^Ag^^ in den CAYLEv'schen Geraden paia^ag 

P^Ci^Cg^Cg" t > » > PCjC^Cg 

Ci^Ai^Ba^Bg"* > » » Ciaißaßg 

Ca^A.^Bg^Bi" » > » > c^a^ßgßi 

C3^^A3"B,«B,^^> » > » Cgagßiß,, 

und diese CAYLEY'schen Geraden gehen durch je einen SALMON'schen 
Punkt, welche die Eckpunkte eines vollständigen Fünfeckes bilden 
(Fig. 7.). 

Da die zehn KiRKMAN'schen Punkte der ÜESARGUEs'schen Con- 
figuration auf den zehn Seiten des Fünfeckes liegen, so können 
wir sagen, dass die ÜESARGUEs'sche Configuratin dem Fönfseit ein- 
beschrieben ist. Die ÜESARGUEs'sche Configuration und das Fünfseit 
bilden zusammen eine Configuration (2Ü3, I54); die perspectiven 
Dreiecke sind z. B. ai^ag^ag", Ci"c2"c3", ßißgßsi die Collineations- 
axe ist p", und die CoUineationsmittelpunkte sind p" = (ßi"ß2"ß3"J, 
S°>"^=(p'aia,a3), S^^ ^^=(pc,c, C3). 

Die obigen Resultate wollen wir folgenderweise kurz zusam- 
menfassen : 

Die aus den STEmEa'scben Punkten und Geraden be- 
stehende Conßguration H=(i5^,20^) und die aus den Caayley^- 
scben Geraden und ^MMo^'schen Tunkten bestehende Con- 
guration H = {20^ 15^) zerfällt in sechs Fünfseite, bezw. 
sechs Fünfecke. Jede der sechs Des argves^ sehen Configü- 
rationen (10^, 10^), in welche sich die Gesammtheit der 
PASCAh'schen Geraden und KiRKUAn'schen Punkte außöst, 
ist einem der Fünfseite um-, und einem der Fünfecke ein- 
beschrieben. 

Die Seiten und Eckpunkte der einer Desakgves^ sehen 
Conßguration einbeschriebenen Fünfseite sind einander zu- 
geordnete SxEiNER'ÄCÄe Geraden und Salmon'äcäc Punkte, 
ebenso wie die Eckpunkte und Seiten der derselben Desar- 
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GVEs^schen Conßguration umschriebeDen Fünfecke einander 
zugeordnete SxEiNER'ÄcAe Funkte und CAYLEY'sche Geraden. 
So ist z. B. die DESARouEs^sche Configuration II. dem Fünfseit 

gl, II gll, III ^I, IV gll, V ^I, VI 

einbeschrieben und dem Fünfeck 

21, II 2X1, in 2", IV 2"; V 2", VI 
umschrieben. 

24-. Auf den drei durch P" gehenden ßi", ßj", ßg" PASCAL'schen 
Geraden liegen ausser den in (23.) betrachteten KiRKMAN'schen und 
SxEiNER'schen Punkten noch je drei PASCAr.'sche Punkte, und zwar 

auf ßi" liegen Ai" Cj" Bi, (1 5, 4 6), (1 3, 2 4), (2 5, 3 6) 

> ßa" > A," Ca" Ba, (2 4, 3 5), (1 5, 2 6), (1 4, 3 6) 

> ßg" > A8^^C3"B3,(13, 2 6), (3 5, 4 6), (14, 2 5), 

und diese sind die Eckpunkte von den in Bezug auf P" perspectiven 
Dreiecken 

Aj A2 A3 ^Ci C2 C3 , L«! L2 ^3 ^^a^ a2 a3 , BXB2B3, 
Ci'^ Cj^ uJ^S a,''^ aj* 83^', A'- '" = [14. 25 3 6]. 

Von diesen sechs Dreiecken sind 

Ci"Cj"Cs" \ 

TT TT TT / peJ'spectiv in Bezug auf die CoUineationsaxe p'^= Bi^^Bo^^Bo^^ , 
1 d2 »3 } 

a/^aja,"l 

äi^Bj^aj" } » > » » > » » I PA1A4Ä3 I , 

Bi B2 B3 ) 

»^1 <-« "^S I 

Cl"C4"Cs" }- , » , » » , » IPCiCjC, I, 

Bi Bi Bj j 

Cx^Cj^'C," ) 

ai'^ag^a3^'} , » » , » , »p' = 163254, 

[14 25 36]j 

g II Q II <, n 1 
«*1 *•« «*« j 

Ci'^c/c," } » > , . . , »p"i = 143652, 



[14 25 36]{ 
a,'^ a/ a," \ 

Cx'^ c,^ C3^' I 



3» 
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und die sechs CoUineationsaxen schneiden sich in dem Steiner'- 
schen Punkte P. 

Derartige Configurationen giebt es, den KiRKMAN'schen Punkten 
entsprehend, sechzig, doch greifen sie, im Gegensatz zu den sechs 
ÜESARGUEs^schen Configurationen, in einander. 

Auf der CAYLEv'schen Geraden p liegen auser P" noch die 
KiRKMAN'schen Punkte P\ P"^ und die neuen Elemente, welche bei 
den aus P\ P"^ ableitbaren Configurationen noch zu den früheren 
hinzugekommen sind : die aus P\ P"^ ausstrahlenden Pascal'- 
schen Geraden a^^ ol^^ ol^^ : y^"^, 72™? Ys™ 5 ^^^ bezüglich P\ p^ und 
P™, p™ als Collinealionsmittelpunkt und Axe perspectiven Dreiecke 
bl^b,^b8^ Ci^Ca'Cg^ ai«^ a^"' a^^^\ W^ b«"^ ba"^ das Dreieck bi^^b^^ h^''^ 
welches mit Cj^^ c^^ Cg^ und a^^ 82^ b^^^ in Bezug auf P^ it und P™, n 
perspectiv ist; die Dreiecke A"' "^ = [12 34 5 6], A'' " = [16 32 54], 
welche zu einander sowohl, als auch zu A^' "^ = [14 2 5 36] in Be- 
zug auf Tc und p^ p", p"^ perspectiv sind, endlich die Dreiecke Ai A2 Ag, 
Fl Fa Fg, welche sowohl zu einander, als auch zu Bi B2 Bg in Bezug 
auf Hals Centrum und | PAj AgAg | , | PB1B2B3 | , | PC^CgCg | 
als Axe perspectiv sind. 

Diese Configuration enthält schon (ohne Hinzufügung neuer 
Geraden) säramtliche SxEiNER'sche Punkte und Geraden, 39 Pascal'- 
sche Geraden und 33 KiRKMAN'sche Punkte, 3 Dreiecke A und 
die CAYLEY^schen Geraden 71, p. 

9. Die Veronese^schen V^ -Punkte and die gegensei- 
tige Lage z-weier Desargues^seher Configurationen. 

25. Beim Beweise des Satzes, dass vier SxEiNER'sche Punkte in 
einer Geraden liegen (18.). sind wir aus den Dreiecken [5 6 3 4 12], 
ai"a2"ag", a^^aa^^ag"^ ausgegangen, welche bezüglich des Colli- 
neationsmittel Punktes P^^und der CoUineationsaxen p"^ p", |P Aj A2 A3 
paarweise perspectiv sind. Wir hätten aber ebenso aus den 
Dreiecken 

[56 12 34] [34 56 12] [12 34 56] 
p" aa^^ ag" p^^ ag" aj^^ p^^ a^" aa" 

,.ni r, III Q III yvin „ III „ III ^in « m q m 

P <*2 "3 P <*3 **i y d-i a^ 

ausgehen können (Fig. 8.), welche bezüglich der Collineationsmittel- 
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punkte AiJ^^ bezw. A^J, A^J^ gruppenweise perspectiv liegen ; 
die Collineationsaxen wären dann bei der ersten, zweiten und drit- 
ten Gruppe bezw. die Geraden ai"\ai", IPA1A2A3I; ag™, ag", 

I ^ Aj A2 A3, 1 i a 1 83 , I Jr Ai A2 A3 |. 

Die vier Colli neationsmittel punkte sind die Eckpunkte eines 
Viereckers P^^ A^,^^ A^J A^J' = Y^^'' ™, dessen Diagonaldreieck A«> "^ = 
[12 34 56] ist. 

Auf jeder Seite dieses Viereckes liegen zwei KiRKMAN'sche 
Funkle und ein Eckpunkt des Diagonaldreieckes A^> ™, u. z. 

au[ der Seite Pj^ A^^^^ liegen die Punkte (34, 12), C^", Bj™, 
» * R^ Ao7 > > » (1 2, 5 6), Ca^ B2"^ 

(6 6, 34), C3^ B«^^ 
(34, 12), B,", ^,^^ 
(1 2, 5 6), B2°, Ta^", 

^ > » Äi,- Ä2/ > » . (5 6, 3 4), Bg", r«™. 

Da das vollständige PAscAL'sche Sechseck fünfzehn STEiNER'sche 
Geraden bestimmt, so haben wir auch fünfzehn derartige Vierecke. 
Diese fünfzehn Vierecke sollen, den entsprechenden STEiNER'schen 
Geraden zugeordnet, mit Vi bezeichnet und mit den oberen Zeigern 
der SxEiNER'schen Geraden versehen werden, und ihre sechzig Eck- 
punkte die Veronese'äcäö/? Funkte Vj oder kurz Vi-Punkte heissen. 

Was die specielle Bezeichnung der 60 Vj-Punkte anbelangt, 
so bemerken wir, dass von den vier STEiNER'schen Punkteen einer Stei- 
NER'schen Geraden 1. vier PAscAL'sche Geraden als Seiten eines Vier- 
seits V und 2. noch vier Paar PAscAL'sche Geraden ausstrahlen. Je 
drei dieser PASCAL'schen Geradenpaare bilden zwei in Bezug auf 
die SxEiNER'sche Gerade, als Collineationsaxe, und den Punkt V^, 
als Collineationsmittelpunkt, Perspektive Dreiecke. Diesen Vj-Punkt 
ordnen wir derjenigen PASCAL'schen Geraden, als Seile von v, zu, 
welche durch den vierten SxEiNER'schen Punkt geht; wir bezeich- 
nen ihn mit demselben Buchstaben, wie den der PAscAL'schen Gera- 
den zugeordneten KiRKMAN'schen Punkt und versehen ihn mit dem 
Zeiger »t<. Auch ein KiRKMAN'scher Punkt und ein Vi-Punkt sollen 
einander zugeordnet heissen, wenn sie derselben PAscAL'schen Gera- 
den zugeordnet sind. 

26. Von den V^-Punkten hat Veronesei Folgendes bewiesen: 

* VSBONEBB, 1. C. p. 36. 
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Die den drei darch einen STEnnEK'schen Punkt gehenden 
PAscAL'schen Geraden zugeordneten V^-Punkte liegen auf 
derjenigen CwLEy'schen Geraden^ welche dem ürEmER'schen 
Punkte zugeordnet ist 

Von den Dreiecken 

5, II « II Q II _ r« II p II p II o III j, III Q 111 — « in R in U m 

"1 **2 "3 — ^1 ^^2 ^a ? **1 "2 ^'S — '-'1 ^2 ^8 J 

U III U III U III _ A III A ni A III ., II p II p III _ A II A U A II 
•^1 *-'2 '-'s — "l "2 -"3 t ^1 ^2 ^8 — •"! -"2 "8 

ist nämlich das erste und zweite, das zweite und dritte, das dritte 
und vierte, das vierte und erste Dreieck perspectiv; die Collinea- 
tionsaxen und Mittelpunkte sind 

die Gerade Aj Ag A3 und der Punkt Pi^ 

» ;^ p"^ » » » P"' = (ri'"r2'"Y"')» 

p^ , > » S"' "^ = (318233), 

P" » » > P" = (ßl"ß2"ß3"), 

und weil sich die vier Collineationsaxen in einem Punkte, dem Steiner'- 
schen Punkte P, schneiden, so liegen die vier Collineationsmittel- 
punkte in einer Geraden 1. Aber die drei letzteren Punkte liegen in 

^ »Wenn von den Dreiecken A^ Äg A3 A4 die Dreiecke A^Ag, A2A3, 
A3 A4, A4 Ai bezüglich der Collineationsaxen und Mittelpunkte tjg, 0^^ ; 
*23» ^23 5 ^341 ^34 5 ^41» ^41 perspectiv sind, und wenn die vier Colli- 
neationsaxen sich in einem Punkte T schneiden, so liegen die vier 
Collineationsmittelpunkte in einer Geraden o«. 

Beweis, 
Bezeichnet man dasjenige Dreieck, welches mit den Dreiecken 
Aj A2 bezüglich der Collineationsaxe tjgi "'^i^ ^^^ Dreiecken Ag A4 bezüg- 
lich der Collineationsaxe t34 perspectiv liegt, mit A5 ; ferner dasjenige 
Dreieck, welches mit den Dreiecken Aj A4 bezüglich der Collineationsjixe 
t4i, mit den Dreiecken A2 A3 bezüglich der Collineationsaxe tjg per- 
spectiv liegt, mit Aq : dann sind 

,. p. . , A A A perspectiv tezügl. der , und der CoUineationsmit- /-^ ^ *-. 
die Dreiecke üj a^ ^5 Collineation?axe ti2 telpankte ^12» ^^26» ^16> 

A3A4A5 » t34 > 034,045,035, 

^iK^e » ^41 - 041,046, Oie, 

» A2A3A6 •> t23 » O2,, 036,026, 

weshalb auch die in einer Zeile sich befindlichen Colline9,tionsmittel- 
punkte in je einer Geraden liegen. 
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der CAYLEY'schen (leraden p, daher geht auch diese Gerade durch 
den Punkt P^\ 

% . Ebenso kann man beweisen, dass p durch die Punkte Pi" und 
Pj"^ geht, d. h. dass die V^ -Punkte Pl^Pl"Pl"^ welche den durch 
den SxEiNER'schen Punkt P gehenden PAscAL'schen Geraden p^ p", p'" 
zugeordnet sind, auf der dem SxEiNER'schen Punkt P zugeordneten 
CAYLEY'schen Geraden p liegen. 

Aus dem Satze folgt auch, dass die Eckpunkte des der öteiner'- 
schen Geraden a "* "'= | P Aj Aa A3 | zugeordneten Vi"' "' = Pi^ 
Ajj^'^Ag/Ag/^ Vierckes bezw. in den CAYLEY'schen Geraden p, aj, 
3-3, 83 liegen, welche sich in dem der SrEiNER'schen Geraden zuge- 
ordneten SALMON'schen Punkte schneiden. 

Daher: Die vier Eckpunkte des einer STEiNER'ÄcAe/2 öe- 
raden zugeordneten V^- Viereckes liegen auf denjenigen, sich 
in seinem ÜALiAoa'schen Punkte schneidenden CAYLEY'schen 
Geraden, welche den auf der Steiner'5 cÄe/2 Geraden vorhan- 
denen STEiNER'ÄCÄefl Punkten zugeordnet sind, 

27. Die gegenseitige Lage zweier DESARouEs'scher Configura- 
tionen kann nach dem Vorhergehenden auf folgende Weise festgesellt 
werden : 

Der SiTiNER'schen Geraden o"» ^^= \ PAjAaAg | sind der 
S.ALMON'.sche Punkt 2"' "^ = (paia3 83), das Vierseit v"» ^" = p^ai 



IV 



Da die Dreiecke A^ A^ A5 bezüglich der Collineationsaxen t^^ ti2 t84, 
und der Collineationsmittelpunkte O41, O15, O45 perspectiv liegen, und 
laut Voraussetzung die Axen t4i, tjg, t8 4 sich in dem Punkte T 
schneiden, so fallen die Punkte O41, Ojg, O45 zusammen, und zwar 
im Punkte 0^^. 

Ebenso kann mann beweisen, dass die Punkte 025,035,023, so wie 
Oge, O12, Ojß, und O34, Ogg, O46 mit den Punkten Ogg, 0^2, O34 bezw. zusam- 
menfallen. 

£s ist daher 

die Gerade | Ojg O25 Ojg | identisch mit | Ojg O23 O41 | , 

* » I O34O45O85 I > »I O34O41O23 I , 
'* * I O41 O48 Oie I > »I O41 034 O12 I , 

* » lOaaOgßOael > •» I Ogs O34 O12 | , 

woraus man schliesen kann, dass die Pupkte O^g, Og^, O54, O4J in einer 
tieraden liegen. 
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a2^a3^^ das Viereck V^"' ™=Pi^Ai,^^A2/A3,^=[PAi^^A/A3^^, 
und die ÜESARGUEs'schen Configurationen II, III zugeordnet. 

Jede dieser ÜESARGUEs'schen Configurationen kann man in eis 
Vierseit und ein Viereck wie folgt zerlegen: 

•.II o n « II Q II — p II p II p III Tj II p II p II 

P^ A,'' Aa« A3«^c,° c," C3" ßi^^ ß^" ß8^^ 

p"^ ai^" aa°^ a3"^=Bi"^ B^"^ B3"' r^"^ r^"^ T,''\ 
P°^ Ai"^ Aa"^ A3°^sbi°^ ba°^ b.™ Yi"" Ya™ Ts™, 

wo den Seiten und Eckpunkten des Vierseits, als PAscAL'schen Ge- 
raden und KiRKMAN'schen Punkten, die Eckpunkte und Seiten des 
Viereckes, als KiRKMAN'sche Punkte und PAscAL'sche Geraden, zu- 
geordnet sind. 
Die Seiten 

^n ^III. Q II Q III. Q II O in. Q II Q III 

der Vierseite tragen die SxEiNER'schen Punkte P, Ai, Ag, A3, und die 
Eckpunkte 

pn piii. A II A ni. A II A III. A II Am 

der Vierecke liegen auf den CAYLEv'schen Geraden p, aj, ag, ag. 
Die Seitenpaare 

p II u III . p II u III . p II u 111 . o II ^ III . o II ^ III . Q n ^ III 

*^l > ^1 ? ^2 ? ^2 ) ^3 1 *^3 J Pl » Tl 1 P2 j [2 » P3 ? 18 

der Vierecke schneiden sich in den Eckpunkten des Vierseits v"' "^ = 
p^ a/^ a2^ a3'^\ weshalb man jene Vierecke in vier Paar bezüglich 
der Seiten dieses Vierseits als Collineationsaxen perspective Dreiecke 
spalten kann ; hingegen liegen die Eckpunkte 

p II D 111 . p II p III . p II P III . "DU P 111 . "DU P III . "D II P III 

der Vierseite paarweise auf den Seiten des Viereckes (25.) Vi"' "^ = 
[P^Ai^^ A2^A3^^]j, folghch spalten sich auch jene Vierseite in vier 
Paar bezüglich der Eckpunkte dieses Viereckes als CoUineations- 
mittelpuikte perspective Dreiecke. 
Ferner sind die Dreiecke 

j, II p II o II ».n « II p II n^I 51 ^l 51 I* r^II Q II ö n 

dl d2 d3 p a2 d3 p a3 a^ p ai a^ 

p III p III p III i^lil „ III o 111 r»lll Q III Q III r\III Q III Q III 
dl d2 d3 p da ag P «3 «1 P ^l ^2 9 

in welche sich die Vierseits 
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p«ai"a,"a8", p"^ a,'" a,'" aj^« spalten, 
mit den Dreiecken 

[ ^v A^v A3vi]^^ [P^VA3-]„ [FA3-A,n, [FA,^A/]„ 

in welche sich das Viereck Vi"» "' = [F^ A^'^ A^^Aj^'] spaltet, pers- 
pectiv; die frei bleibenden Seiten und Eckpunkte 



VI 



^11 ^III p I . j, II r, m A IV . o 11 « III A V . « II j, III A 

bilden die Collineationsaxen und Mittelpunkte. 
Ebenso sind die Dreiecke 

A II A II A II pil A II A II pil A II A II pil A II AH 

xij^ Jl\2 '^3 -L i\^ xij L rig xi^ L ri^ xi^ 

Am Ä III A III piii A m A III piii A III A III piii A m A m 
2 rij ^3 -^ '^2 "^8 8 1 1 3 ) 

in welche sich die Vierecke 

pH A II A II A II pill. A. III A III A III 

L x\^ n^ XI3 , j xi]^ 1x2 XI3 

spalten, mit den Dreiecken 

n ^^ M V a VI n^ o Vf, VI n^ o vi « iv n^ a ^^^ a '^ 
**i «3 <*8 P <*2 »3 P **8 ^1 P **i **a 1 

in welche sich das Vierseit v"» "^ = p^ai^^aa^a3^^ spaltet, perspectiv; 
die frei bleibenden Eckpunkte und Seiten 

pll pill ,^1 . A II A III Q IV . A II A III Q V . A II A III o VI 
^ J ^ > P J -^1 J -^1 5 <*1 > ^2 9 ^8 » «8 > -^8 ) -^3 ? **8 

« 

bilden die CoUineationsmittelpunkte und Axen. 

Wir haben daher: 

Einer STE)NER'Ä'cAe/2 Geraden sind ein 'i^KiMo^' scher Punkt 
und auch zwei DESARouEs'ÄcAe Conügarationen zugeordnet, die 
sich in je ein Vierseit und Viereck spalten. 



Die zwei Vierseite , deren 
Seiten durch die auf der 
Steijuek' sehen Geraden lie- 
genden STEWER'schen Funkte 
gehen, spalten sich in vier 
Paar perspective Dreiecke ; 
die Collineationsaxen fallen 
mitdenSTEisER'schen Geraden 
zusammen^ die CoUineations- 



Die zwei Vierecke^ deren 
Eckpunkte auf den durch 
den SAhuoü'schen Punkt ge- 
henden CAXLEY'schen Gera- 
den liegen, spalten sich in 
vier Paar perspective Drei- 
ecke; die vier CoUineations- 
mittelpunkte fallen mit den 
iSALMon'schen Punkten zu- 
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mittelpunkte sind die Eck- 
punkte des der SxEiNER'Ä^cÄe/? 
Geraden zugeordneten Vier- 
eckes Fl- 

Diese Dreiecke sind auch 
mit den vier Dreiecken^ in 
welche sich V^ spaltet, per- 
spectiv; die frei bleibenden 
Seiten und Eckpunkte der 
Vierseite und des Viereckes 
sind die Collineationsaxen 
und Mittelpunkte. 



samwen, die Collineations- 
axen sind die Seiten des 
der STEiNER'ÄCÄe/2 Geraden 
zugeordneten Vierseits v. 

Diese Dreiecke sind auch 
mit den vier Dreiecken, in 
welche sich v spaltet, per- 
speck tiv ; die frei bleibenden 
Eckpunkte und Seiten der 
Vierecke und des Vierseits 
sind die Collineations mittel- 
punkte und Äxen. 



28. Wir sahen (25.), dass aul den Seiten 

A'V A VI A VI A IV A I A IV p I A V p I A VI p I A VJ 
2i -"31 J ^8i "^li 1 ^li ^2i J ^1 -"li > M "^2i » "^l ^li 

des Viereckes Vj"' "^ die KiRKMAN'schen Punkte 

Bii P III "D u r III nur III p III p II p III p II p III p u 
1 •'•1 ? *^i ^2 > *^3 ^3 1 "l W > 1^2 W ) ^8 ^3 

liegen, deren Verbiudungsgeraden Seilen der Vierecke 

n^^ Ai^ Bi" Ti"^ = V^' ^^ Bi"^ Ci"^ A/^ As^ = V^^ ^^ 

n^ Aa^ Ba" Ta"^ = V^^> ^^ B,"^ Cg" Ag^^ A^^' = V^' ^ 

n^^ A,' B," r«"^ = V^^> ^ Bs"^ Ca" Ai^ A2^ = V^- ^^ 

sind. Und auch umgekehrt fallen die sechs Seiten des Viereckes 
yn, iii^^piA^ivA^v^ji mit je einer Seite der Vierecke Vj^' ^' 
V^vi, iv^ Vi^^' \ Vi'' '\ Vi'- ^ Y,'' ^' zusammen, so dass die 6.15 = 
90 Seiten der fünfzehn Vierecke Vj zugleich die 90 Seilen der fünf- 
zehn Vierecke V sind. 

In der V. Tabelle sind die fünfzehn Vierecke V^, so wie ihre 90 
Seiten mit den auf ihnen liegenden KiRKMAN'schen Punkten ange- 
geben. Dieselben sollen allgemein mit goi, und je zwei, welche zu- 
geordnete Vi-Punkte und KiRKMAN'sche Punkte tragen, wie 

A VA VI D II f iii A V A VI p II r III 

^2i ^3i "l ^1 9 ^2 ^3 -Dil J^li J 

mit goi, g'oi bezeichnet werden. 

29. Bevor wir die Untersuchung fortsetzen, wollen wir noch 
auf eine Relation aufmerksam machen, welche zwischen einem A 
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Dreieck und einem v Vierseit stattfindet, wenn dieselben einer 
STEiNER'schen Geraden zugeordnet sind. Dieselben seien 



.II. III 



=112 34 56] und v"- "'=p'ai'^aj^a,''. 



i 




'P,' AjJ B,'"" C," 
'P," B^J C/ A2'" 
'P/" C,,^ A," B2' 
'Hi'^ B.." B/' B,^ 
'Hi^ B,." B,'^ B," 
'n/' B,." B/ B, 

'A,/" B, J' A," r, 
'H,,' r„" R,'" A, 

'C2," A:,"' C,' B 

'K'" B3,'" Aj" r,^ 

'K' ^\r B."' Aa^' 
'C,." Ai/ C,' B/' 

'A,/" B,.^ A," r/' 

'H3.' r,/ B,'" Ai^' 



IV 

IV 

n p IV 
^ 2 

III A IV 

V 



'Pi" Ba/' Cj' As'" 
'Pi™ Ca," A," B,' 

'TT V r III p IV p VI 

'C,," A3/ C,' B 
'Ai.'" B,/ A," r,'^ 



IV 
IV 



III A IV 



'B,.' r,.^ B,°' A 
'C„" Ai." C,' B/ 
'A,.'" B,/' A," r^^ 

'B./ r„" Ba"' A/ 
'C„" A,.'^ C,' B/' 
'A,.'" Bs.'^ A." r, 

'Ba.' r,,'^ B,'" A, 



VI 
VI 
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mittelpunkte sind die Eck- 
punkte des der Steuer' sehen 
Geraden zugeordneten Vier- 



sammen, die Collineations- 
axen sind die Seiten des 
der SxEiNER'ÄCÄe/z (Geraden 
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Dreieck und einem v Vierseit stattfindet, wenn dieselben einer 
SxEiNER'schen Geraden zugeordnet sind. Dieselben seien 



A"> "' = [123456] und v"' "' = p'ai'^aa^a 



VI 
8 • 



Auf p'= 163 254 liegen die Punkte (3 2, 41), (16, 2 5), 
(6 3, 5 4), und sind sie auf den dem PAscAL'schen Sechseck 12 3 45 6 
umschriebenen Kegelschnitt bezogen, so gehen 

die Polare von (3 2, 41) durch (3 4, 12) und (13, 2 4) = (a/ ag^') 

» (16,25) » (12,5 6) » (15, 2 6) = (as^ai'^) 
> (6 3, 54) > (5 6, 31) > (3 5, 4 6) = (aj^^ a/). 

Aber die Polaren dieser Punkte schneiden sich in dem Pole 
der p\ daher ist der Pol von p' der Collineationsmittelpunkt der 
perspectiven Dreiecke [56 3 4 12], ai^^ag^ag^^ 

Ebenso lässt sich beweisen, dass die Pole der Geraden aj'^, 
82^j ^s^^ die Collineationsmitlelpunkte der perspectiven Dreiecke 

[56 34 12], [34 12 56], [12 56 34], 

p' 83^' aa^ ; p^ ai'^ ag^' ; p' a,^ ai'^ sind. 

Man sieht ferner, dass der Eckpunkt (34, 1 2) des Dreieckes 
[12 3 4 5 6] der Pol der Verbindungsgeraden der Punkte (14 23)= 
(p'ai^^) und (13, 24)=(a/a3^') ist. Die Polaren der Punkte (p' a^'^;, 
(aa^aj^*), welche die Verbindungsgeraden der Pole von p^ a^'^; 
aa^, ag^' sind, werden sich daher in dem Punkte (3 4, 12) schnei- 
den. Daraus ist ersichtlich, dass A"> "' = [12 34 5 6] das Diagonal- 
dreieck der Polarfigur des Vierseils v"' =p'ai'^aa^a3^', oder auch, 
dass das Diagonaldreiek dieses Vierseits die Polarfigur des Dreieckes 
A"' "' ist. 

Man hat daher: 

Ist das Dreieck A und das Vierseit v derselben Steiner'- 
schen Geraden zugeordnet^ so liegt A mit den vier Drei- 
ecken, in welche sich v spaltet, perspectiv ; die Collineations- 
miltelpunkte sind die Eckpunkte der Polarßgur des Vier- 
seits bezüglich des dem Pascal^äcAgö Sechseck umschriebe- 
ner Kegelschnitts. Das Dreieck A ist die Polarßgur von 
dem Diagonaldreieck der Vierseits v und liegt daher damit 
perspectiv- 
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10. Von den T- Vierseiten. 

30. Im 20-ten Punkte betrachteten wir zwei Vierecke (Fig. 
8. und 9.) 

yii, III ^ pi ^w A j A3^^ S^^' "^ = n Ai A2 A3, 

deren Eckpunkte auf den sich in dem SALMON'schen Punkte S"' "^ 
schneidenden CAYLEv'schen Geraden pajagaa lagen. 

Die Verbindungsgeraden der Eckpunkte jener Vierecke gehen 
durch die Eckpunkte des Dreieckes A"' ™ = [12 34 56], nämlich 

geht durch (1 2, 3 4), 

^A/ = 7l^ AlA3^^ = al^^ AaF = a,^ A3Ai^^=a3^^ 

geht durch (5 6, 12), 

nA3^ = Tc^S AiA,^ = ai^ A2Al"^ = al^^ A3F = a3^ 

geht durch (34, 5 6). 

Die Vierecke V"' ^" S^> "^ spalten sich in vier Paar Dreiecke, 
die mit A"» "^ perspectiv liegen; diese sind 
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Ai^^ Ai^ Ag^^ F A/ A 

Aj^ Aj A3 XX ^2 ^^3 

(34, 12) (12, 56) (56, 34) (12, 34) (34, 56) (56, 12) 

P^ A,^' Ai'^ " P' At'^ A/ 

n A, Ai n Ai Aa 

(56, 12) (12, 34) (34, 56) (34, 56) (56, 12) (1 2, 34); 

und ihre Collineationsmittelpunkte sind 

Da nun dieselben je in einer Geraden liegen, so bilden die 
Collineaüousaxen ein Vierseit 

Yii in V V V V V V 
— * 18 -l 31 * 66 -I 12 * 84 * 66» 

durch dessen Eckpunkte 

Y„ die Geraden A^" A/, Aj Aj, 12; ¥'„ die Geraden P' A J', 11 A3, 12 

Y„ » » A/ A,^', A, A3, 5 6 ; ¥'„ » » PAj"^, HAx, 56 
Y„ » » A,^' A^'^, A, Aj, 3 4 ; T,, » » F A,^, HA,, 34 
gehen. 
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Die Eckpunkte des Vierseits Y"' ™ (welches wir der a"' ™ 
Geraden, wie auch dem 2"' ™ Punkte zuordnen) sind von den Eck- 
punkten des Dreieckes A"> "^ harmonisch getrennt, indem das 
letztere das Diagonaldreieck' des Ersteren ist. 

Die Fünfzehn Y-Vierseite welche den fünfzehn Geraden a 
zugeordnet sind, haben blos 45 Eckpunkte, da stets zwei von den- 
selben zusammenfallen. 

Jede Seite des PASCAL'schen Sechseckes ist nämlich zugleich 
eine Seite von 3 A Dreiecken ; z. B. die Seite 12 ist Seite von den 
Dreiecken A"' "^ A^^' ^, A^' ^^ welche den SxEiNER'schen Geraden 
^i, iii^ ^iv, v^ ^i, VI zugeordnet sind. 

Wir sahen soeben, dass die Geraden o^» ^^. <j^> ^ die Seite 
12 des Dreieckes A'^' "^ in den Punkten Y12, Y'12 trafen, welche 
von (12, 3 4), (12, 5 6) harmonisch getrennt sind. Auf ähnliche 
Weise schneiden die Geraden o^'' "^ a^' ^^ die Seite 12 des Drei- 
eckes A^' ^ in den Punkten Y"i2» ^'12 ^^^ ^'^ Geraden a"' ™, 
a^^^ ^ die Seite 12 des Dreieckes A^' "^ in den Punkten Y''i2, Y12 
derart, dass die Punkte Y"i2, ^'12 von (12, 3 6) (12, 5 4) undY'\a, 
Y12 von (12, 3 5) (12 6 4) harmonisch getrennt sind. 

Daraus folgt, dass die Zahl der Eckpunkte der 15 
Y-Vierseite 45 ist, welche zu dreien auf den fünfzehn Sei- 
ten der Dreiecke A liegen; ferner Je zwei auf den Seiten 
der A Dreiecke liegende Y-Punkte trennen die auf dersel- 
ben Seite liegenden PAscxh^schen Punkte harmonisch (Siehe 
auch Fig. 8.). 

31. Die Gerade a"' "^ schneidet die Seite 12 des Dreieckes 
A"' "^ in dem Punkt Y"i2. Auf ähnliche Weise schneidet a^^' ™ die 
Seiten 34, 5 6 des nämlichen Dreieckes in den Punkten Y"34, Y^ge- 
Daher liegen die 45 Punkte Yzu dreien in den 15 STEiNER'ÄcAew 
Geraden, zu dreien in den 15 Seiten der Dreiecke A und zu 
dreien in den 60 Seiten der 15 Y-Vierseite. 

Von den 60 Seiten der Y Vierseite lässt sich beweisen, 
dass sie zu dreien durch die 20 Srm^ER^schen Punkte gehen. 

Geht man nämlich anstatt von den Vierecken V"» "^ S"' "^ 
und dem Dreiecke A"' "^ von den Vierecken und dem Dreieck 

V°^, I = P" Bi^v Ba^ B3^\ S'"' ^ = nBiB2B8, A"^^ ^=[14 36 52] 
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aus, welche der SxEiNER'schen Geraden a^"> ^= | PB1B2B3 | zu- 
geordnet sind, dann ist die Seite Y14 Y^^ Yae des Vierseits Y"'' ' 
die gemeinsame Collineationsaxe der Dreiecke 

Bi^B^aBg'^S BiBaBg, (25, 3 6) (3 6, 14) (14, 2 5). 

Beachtet man nun, dass von den Dreiecken 

AiAaAj, (3 4, 12) (12, 5 6) (56, 34), 
(25, 3 6) (3 6, 14) (14, 25), BiBjBs 

das 1-te und 2-te bezügüch P^ | Y,,Y84YBe | 

» 2-te » 3-te » ü, p"^ 

» 3-te » 4-te > P", | Y^^ Y^a Yg« | 

> 4-te » 1-te » n, I P Gl Cg Q | 

als Collineationsmittelpunkt und Axe perspectiv ist, ferner dass die 
Collineationsmittelpunkte P", P", 11 in der CAVLEv'schen Geraden p 
liegen, so folgt, dass die Collineationsaxen einander in demselben 
Punkte schneiden ^ Da nun p"^ und PCjCaCg durch P gehen, so 
werden auch die Geraden Yia Y34 Ygg, Y14 Yßa Yg^ und auf ähnliche 
Weise die Gerade YigY32YB4, als Seite von Y^^ ", durch P gehen. 

Wir zeigten soeben, dass die Seile Yjg Y84 Y56 des Vierseits 
Y^i, ni dur^jj (jpß p^nkt P der Geraden a"^ "^= | PAj Aa As | geht. 
Ebenso werden die übrigen drei Seiten Y'i2Y'84Y5e, YV Y'gg Y84, 
Y'58Y'34Yia die übrigen drei Punkte Ai,A2, A3 von a"' "^ enthalten, 
d. h. die vier Seiten eines Y- Vierseits schneiden die zuge- 
ordneten STEiNER^ÄCÄe/? Gerade in den vierSTEmEK'schen Punkten, 

32. Kehren wir zurück zur früheren Configuration (Fig. 9.), 
in welcher die Vierecke V"> "^ = P^ A^^^ Aa^ Ag^S S^^^ "^ = 
n Ai Aa A3, Vi"^ "^ = [F Ai^^ Aa^ Aa^^], ihre Eckpunkte auf den Cayley'- 
schen Geraden p^a,, 82,83 (26) haben, und das Dreieck A"' "^=: 
[12 3 4 5 6] das Diagonaldreieck des Viereckes Vj"' "^ ist! 

In den Eckpunkten (34, 12) (12, 5 6) (5 6, 3 4) von A"' ^^' 
schneiden sich die Seitenpaare 

A VA VI PIA IV. A VIA IV piA V. A IV A V piA VI 

des Viereckes V^"» "^ auf welchen noch die Kirkman' sehen 
Punkte (27.) 

* 26. Punkt, in der Anmerkung. 
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Bi°r™, B™Ci°; Bj'^r,'", Bj-^C,"; B,"r,°', B,"C,° 

liegen (Fig. 8). Aber die Verbindungsgeraden goi der aufgeschriebenen 
KiRKMAK'schen Punkte sind Seiten der Vierecke V, und als solche 
schneiden sie die Seiten der zu ihnen gehörigen Dreiecke A in den 
Punkten Y. Nämlich: 



Bi« Fl™! 

B,° r,'° 

Bi™ Gl" 



rv. VI __ 



o 

^ ^T^TV. V 



V 



Bg" Cj« 
B °' C« 



V'. '^ 



IT^ A,' Bi° r,'" 
IFA.'B.T,''' 
=IF'As'B,"r,™ 
= B™Ci"A/'A,' 
= B,™C,°A,'^Ax 
= B.»'C,°A/Ag'^ 



5 61 



•|34 

Ol 



VI 



2 12 

56 



'S 






|34 
-12 



A'. ^^ 
A". '' 
A'. ^' 



[14 32 56]) 
[16 34 52] 
[12 36 54] 
[13 24 56] 
[15 26 34] 
[12 36 64] 



6« 
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S4 



Y 



12 



66 



34 
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Diese Y-Punkte sind aber Eckpunkte desVierseits Y"^ "\ da- 
her ist das Viereck V^"' "^ (auch V"' "', S"^ "^ nach 29.) dem 
Vierseit Y°' "^ umschrieben, und da sie ein gemeinsames Diagonal- 
dreieck haben, so sind die harmonischen Polaren der Eck- 
punkte des Viereckes V^ bezüglich des zugeordneten Drei- 
eckes A die Seiten des zugeordneten Vierseits Y. 

33. Die Gegeneckpunkte der VierseiteY^' ^\ Y^> ^^ Y^^^ ^sind 



YV" V V" V V" • V V" V V" V V" • 
82 ^ 321 -156 ^ 56» ■'•14 ^ 14 > -^16 ^ 16» •'^34 ^ 34» •'^52 ^ 52 * 

V V" V V" V V" 
^54 J^ 54, -112 ^ 12» ^36 ^ 36^ 

welche in den Geraden 



Y Y Y a^h "I — I P A A A — Y" Y" Y" 

J^ 66 J^ 34 A l2^ ^ ' •— | ^^ -^1 "C*2 -^3 — ^ 66 ^ 84 ^ 1 



^14 J^52 Ji-se» 
J^32 ji^ie ^i 



tili. I _ 



rrr 



16 -^54» 



a^^ 



= 1 P Bj Ba Bg I = Y"i4 Y"52 Y' 38 

II _ p p p p _- V" V" V" 



Hegen (30) ; diese Geraden bilden daher eine Involution. Also : 

Durch jeden SteiseiC sehen Punkt gehen dre/ Steiner '^cAe 
Geraden und drei Seiten derjenigen Y- Vierseite, welche jenen 
zugeordnet sind. Diese sechs Geraden bilden eine Involution^ 
in welcher jeder Steiner'äcAö/z Geraden die Seite des ihm 
zugeordneten Y- Vierseits conjugirt ist 

Die Diagonaldreiecke der betrachteten Vierseite Y^' ^, Y^' ^^, 
Y^^' ^, nämlich A^^ ^\ A^^ '^, A^^» ^, sind bezüglich des Punktes 
P und der Collineationsaxen ti^^, n^, tc^^ perspectiv (15.), woraus 
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man schliessen kann, dass auch jene Vierseite bezüglich P und der 
genannten Axen perspectiv sind. Ferner sind die harmonischen 
Pole der Seiten jener Vierseite bezüglich der Diagonaldreiecke die 
Eckpunkte der Vierecke V^^^ ^\ V/^^ ^^, Vj^^^ ^, daher sind auch 
diese Vierecke bezüglich P und der genannten Axen perspectiv. 
Daher : 

Die den durch einen SrEmETCschen Punkt gehenden drei 
STEiNER'schen Geraden zugeordneten Y- Vierseite (und V- 
Vierecke) sind paarweise perspectiv ; die durch den Steiner'- 
schen Funkt gehenden V^AscAh'schen Geraden sind die Colline- 
ationsaxen, der Gegenpunkt des ^teisek' sehen Punktes ist 
der gemeinsame CoIIineationsmittelpunkt 

Oder: 

Sowohl die fünfzehn Y- Vierseite als auch die fünfzehn 
Fl" Vierecke sind zwanzigmal zu dreien perspectiv bezüglich 
der einzelnen Ste\üer sehen Punkte, als Collineationsmittel- 
punkte ; die durch die Gegenpunkte der Collineationsmittel- 
punkte gehenden FAscAh'sche Geraden sind die CoUineations- 
axen. 

Das Vierseit Y"' "^ ist nach diesen Sätzen mit den Vierseiten 

yiii, i^ Y"> ^ bezüglich H, p"S p" ; 

yiii, vi^ Y"' ^^ > As, as"^ as" 

perspectiv; Analog das Viereck Vi"» "^ 

Also: 

Jedes Y- Vierseit und V^- Viereck ist einer Steiger'' sehen 
Geraden zugeordnet; dasselbe ist mit vier Paar Y- Vierseiten 
(Vi' Vierecken) perspectiv; die Collineationsaxen sind vier 
Paar durch die auf der Steiner 'ÄcAeß Geraden liegenden vier 
STEi^ER'schen Punkten gehende PAscAVsche Geraden; die 
Collineationsmittelpunkte aber die vier Gegenpunkte von 
Jenen STEisER^schen Punkten. Die vier Paar FAscAiJschen 
Geraden bilden zwei Vierseite, welche denjenigen zwei 
ÜESARGVEs'schen Conßgurationen angehören, die der Steiner'- 
schen Geraden zugeordnet sind. 
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34. Betrachtet man (Fig. 8.) die Vierecke mit den Seiten 

,^n j, II ,^111 ft III ^11 „ II ^iii Q III ^11 Q II ,^m jj III 
p »1 p aj , P ^2 P «2 > P ^8 P »3 

deren Diagonalen 

^ J^13 J^34 J^66i J- 12 J^ 84 ^ 56 J * ^12 ^34 J^56> ^ 12 ^^^34 ^ 56 i 

^ ^12 -»^84 ^56? ^12 ^ 34 ^ 66 

die Seiten des Vierseits Y"' "^ sind, und deren Eckpunkte 

B,", (2 3, 5 6) ; B,«, (1 6, 3 4) ; B3", (5 4, 1 2) 

auf der Seite p" liegen, so folgt, dass diese Punktepaare von jenen 
Diagonalen harmonisch getrennt sind. Da nun p" die Collineations- 
axe der perspectiven Vierseite Y"' "^ Y"' ^ ist, so hat man: 

Jede Pascal'äcäö Gerade ist Collineationsaxe für zwei 
perspective Vierseite Y; ein entsprechendes Seitenpaar der- 
selben schneidet die Pascal'äcäö Gerade in dem Steiner '^cÄe« 
Punkt und die übrigen drei entsprechenden Seitenpaare in 
drei anderen Punkten. Der Steiner 'äcäö Punkt wird von jedem 
dieser Schnittpunkte durch einen KiRKMAN'5CÄe/? und einen 
PAscAiJschen Punkt der angenommenen VASCAL'schen Geraden 
harmonisch getrennt. Der Gegenpunkt des auf der Pascal'- 
schen Geraden liegenden Steiner'äcZ?^/? Punktes ist der Col- 
lineationsmittelpunkt der perspectiven Vierseite Y. 

Betrachtet man hingegen die bezüglich 11 perspectiven Vierecke 

V^n, m ^ [pi p^iy p^y ^^vij^^ yi, ii ^ [piii q^iw Q^y Q^yi^^ 

mit den Diagonaldreiecken 

A"^ "^ = [12 3 4 5 6], A^' "-[54 16 32], 

so sieht man, dass sich die entsprechenden Seiten der Diagonal- 
dreiecke in den PASCAL'schen Punkten (5 6, 3 2), (3 4, 1 6), (1 2, 5 4) 
und die entsprechenden Seitenpaare der Vierecke in den Kirkman'- 
schen Punkten 

Bg" = (Ajj^^ A2/, Cij^^ Ca/) 
und noch in den drei U-Punkten 
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der p" Geraden schneiden. 

Infolge der harmonischen Eigenschaft der Vierecke wird jeder 
dieser U-Punkte von einem KiRKMAN'sehen Punkt durch zwei Pascal'- 
sche Punkte harmonisch getrennt. 

Also: 

Jede PAscAL'ÄCÄe Gerade ist Collineationsaxe für zwei 
perspective V^- Vierecke; der Collineationsrnittelpunkt ist 
der Gegenpunkt des auf der Fascal' sehen Geraden liegenden 
STEiNER'ÄCÄe/? Punktes, Die entsprechenden Seitenpaare der 
Vierecke schneiden die Collineationsaxe in den drei Kirkman'- 
schen und drei Ü-Punkten; die entsprechenden Seiten der 
Diagonaldreiecke in den VAscAh'schen Punkten. Je zwei der 
PAScAh'schen Punkte sind von einem KiRKMAN'ÄcAeT? und 
einem U-Punkt harmonisch getrennt. 

Indem auf jeder PAscAL'schen Geraden drei U-Punkte liegen, 
so ist ihre Anzahl 3.60=180. Da sich in jedem Ü-Punkte, zwei goi 
Geraden als Seiten der Vierecke Vi schneiden, so liegen auf jeder 
goi Geraden vier U-Punkte. Z. B. liegen auf der Geraden P^' A^^^^ 
die Punkte 

(FAl^^ P"Bi^^)„ (FAi^^ F"Ci^^X. (P^AA V^P«^),, 

(PAi^ Ai«^B/M„ 

die zugleich Punkte der Geraden p", p^^^, aj", ai"^ sind. 

35. Durch den Eckpunkt Y\q des Viersei Ls Y"' "^ gehen 
(Fig. 9.) die Seiten FA^^^, HA^, | P^A^^^ | , der Vierecke V"' "^ 
gii, m^ Vi"> "\ und die letztere Seite geht noch durch (12, 3 4). 
Weil aber die Punkte Y\,, S"^ '" = (p a^ a^ 83), (12,' 34) die 
Diagonalpunkte des Viereckes P^Aj^^IIAi sind, so werden P^Aj^^, 
HAi, von Y'ßePi'Ai,^^, Y\,J1''' "^ und daher die Punkte F\ H 
von Pl^ 2"' ™ harmonisch getrennt. 

Ebenso lässt sich beweisen, dass die auf der CAVLEv'schen 
Geraden p liegende P", 11; P"^ II Punktepaare von Pi'\ S"^^ ^ 
bezw. Pi™, 2^' " harmonisch getrennt sind. Daher: 

Auf jeder CAVhEY^schen Geraden liegen ein SiEiNER'ÄCÄer, 
drei KiRKMAN^^cAe, drei Salmon'äcäg und drei V^-Punkte. Der 
SiEiNER^ÄCÄe und jeder Kirkman^äcäc Punkt wird von den 
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ihm zugeordneten V^-Funkt und einem Salmon^äcäc/? Punkt 
harmonisch ^getrennt 

Es können daher die 60 Vj Punkte, wenn die 60 Kirkman'- 
schen, 20 SxEiNER'schen und 15 SALMON'schen Punkte bekannt sind, 
auf einfache Weise consiruirt werden. Für Pj^ P^", Pj™ auf p hat 
man z. B. 

(p^nPi^s«' "^)=(P"nPi"s^°' ^)={P"^nPi™s^' ")=— i. 

Aus diesem Satze oder auch aus den Eigenschaften des Vier- 
eckes Ai^^Ag^AiAg folgt, dass die auf der Seite Ai^^^AgJ des Vier- 
eckes Vj"' '" liegenden Punkte A^^^^, Ag,^^ von Y^,, (3 4, 5 6) har- 
monisch getrennt sind. Daher: die auf den Geraden goi Hegende 
Vj-Punktepaare werden von dem Y-Punkt und dem PASCAL'schen 
Punkt der Geraden harmonisch getrennt. 

36. Betrachtet man (Fig. 8.) das Vierseit a3"a3"'p"p"^ von 
welchem Y^, a"' "^ = | PAjAaAg | Diagonalpunkt und Diagonale 
ist, so sieht man, dass die PASCAL'schen Geraden p", p™ von cy^^' "^ 
PYiaY84Y56 I und auf ähnliche Weise die PAscAL'schen Geraden 
»s"» öa"^ von 0^^' "\ I Ag Yi2Y'84Y'56 | harmonisch getrennt sind. 
Da nun durch jeden STEiNER'schen Punkt drei von den sechzig 
Seiten der fünfzehn Y- Vierseite gehen, so hat man : 

Von den durch einem SiEiNER^ÄCÄe/? Punkt gehenden 
drei PAscAh'schen Geraden werden je zwei harmonisch get- 
rennt von der Steiner 'äcäö/? Geraden und einer Seite des der 
SiEmER'schen Geraden zugeordneten Y-Vierseits. 

Betrachtet man ferner diejenige Diagonale des Vierseits ag", 
ag™, p°, p"^ welche die Punkte 

B8" = (ag"p"), rg"^ = (ag"^p^") 

verbindet und auf welcher zugleich die Punkte Aj/^, A^J (27.) 
liegen, so sieht man, dass der Punkt Yjg und die Gerade a"» "', 
die KiRKMAN'schen Punkte Bg", Tg"^ harmonisch trennt. Also: 

Die auf einer goi Gerade als Seite eines V^- Viereckes 
liegenden KmKUAn^schen Punktepaare sind von dem Y-Punkt 
der Geraden und derjenigen Steiner'äcäö/z Geraden harmo- 
nisch getrennt, welcher das Viereck Vi zugeordnet ist 

4* 
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Diese Eigenschaft kann man auch von Figur 9. ablesen. Denn 
IIAsYia ist das Diagonaldreieck des Viereckes • 

Ai^^A/ (12, 5 6) (12, 34), 

und daher sind Aj^^, Ä^^ von Y12, | ü A3 1 harmonisch gelrennt. Aber 
die Gerade A^^^A^^ coincidirt mit der Seile Bs," Ta,™ des Viereckes 
Vjiv, v^|-i]Ti^^iB^iir^iiij^ ynd dieses ist der SxEiNER'schen Geraden 

0^^' ^ = I IIA, Bs Tg I zugeordnet. 

Aus den Vierseiten ai" aj"^ ag" aa™, p" p"^ ag" 83™ ersieht man 
schliesslich, dass die Punktepaare 

A„ A, von Y'\s, I FAg^ I ,; P, A3 von Y^^, I A^^^A/ | , 

harmonisch getrennt sind. Also : 

Die vier auf einer Steiner 'äcAcb Geraden liegenden 
STEWER'schen Punkte kann man sechsmal in Paare zerlegen; 
jedes dieser Punktepaare wird von einem Y-Punkt und einer 
Seite des der ?iTEmwi sehen Geraden zugeordneten Fj- Vierecks 
harmonisch getrennt 

Zum Schlüsse wollen wir noch auf die VI. und VH. Tabelle 
hinweisen. 

11« Von den y-Vier ecken. 

37. Wir wissen, dass die 15 STEiNER'schen (leraden n die 
Seiten der ihnen zugeordneten A Dreiecke in den 45 Y-Punkten 
schneiden. Dem entsprechend sollen jetzt die Verbindungsgeruden 
der 15 SALMON'schen Punkte S mit den Eckpunkten der ihnen 
zugeordneten A Dreiecke allgemein mit y bezeichnet werden ; ihre 
Anzahl ist ebenfalls 45. 

Was die specielle Bezeichnung der y-Geraden anbelangt, so merke 
man, dass (^' ™ die Seiten 12, 3 4, 5 6 des Dreieckes A"' "^ in 
den Punkten Y"i2, Y"34, Y"b6 schneidet; daher sollen die Ver 
bindungsgeraden des Punktes S"' "^ mit den Eckpunkten (3 4, 5 6), 
(5 6, 1 2), (1 2, ^4) von A"' ^" ebenfalls mit f\^ f,, y\, bezeichnet 
werden. 

Weiin wir nun wieder zu Figur 7 zurückkehren, so sehen 
wir, dass 



CONFIGURATION DES PASCAL'sCHEN SECHSECKES. 57 



Qu 



V» 1? ^b ö O n l3 "b ö t^ ^ l3 1::» T:, T3 

ß Es ö Eli ",K K « b o"^ o o o cJ 

<j <tj <j pq « « Ph ^Ph^O o^o o O O H 






>■ »J^ I-T »*• 



** •• 










II II II II II II II II II II II II II II II a 



T3 



■— ^ ^— S -"— >. ' N '—"S /-^^v .''"^ ''"^ b». H ^~^ M ^ U- TS 



ä 



" »N «, «« «• •» 



<o SO) 



,> o o" > ^- > » ffi ? ^ <4 ^ ^"^ ^ 






^^ ^. ^« "" ^« « o" o" o" r.« > ^H <J <J <i3 

<<<MMrsaKMMi7aBs 

3h 3- 5^ i^ ^ a-, a-^ 5h, a^, CD, m ffl, CD CO. CQ^ ®s 






TT 



a 

o 






<j ^- < ^' ffl Ä o" ^ ^ « ? ^ ^ ph f^ 

¥Y¥TlfTT¥ ¥¥¥¥¥¥¥ 






>- 



58 



DR. LEOPOLD KLUG 



S"^ "' (3 4, 5 6) Yi3 ; S"' "' (3 4, 5 6) Y'i, ; 
die Diagonalpunkte der Vierecke 

sind; daher sind die Geradenpaare 



Die 


Vierseite 


\H, 


in 


yiii, 


I 


Y^' 


II 


Y^> 


VI 


yvi, 


IV 


yiv, 


V 


Y^' 


IV 


Y°. 


IV 


yin, 


IV 


Y^^ 


V 


Y«. 


V 


yin, 


V 


Y^' 


VI 


T'' 


VI 


YIII, 


VI 



haben die Eckpunkte 



Yia X 34 l66 J- 12 ^34 ^^ 66 
^^^36 J-86 ^14 J^ 3ß Y 26 J- 14 

^64 ^16 ^82 JL 64 J^ 16 ^^ 32 

YV V V" V" V" 
82 •■^66 -^14 ^82 ■'^66 ^ 14 

YV V V" V" V" 
16 ^84 ^62 ^ IQ J^ 34 ^ 52 

YV V V" V" V" 
64 J^12 J^86 J^ 64 -"^ 12 J^ 86 

Y" V" V" v v v 
66 ^ 13 ^ 24 J^ 66 ^ 18 ^ 24 

Y" V V V V" V" 
14 -"^36 -^26 ^14 •'^86 ^ 26 

Yrr yrr V' V V V 
82 ^46 ^16 ^ 82 •'^46 -^16 

Y" V" V" v v v 
84 ^26 ^16 ^84 -^26 ^ 15 

Yf' Y" V V V" V" 
26 ^46 ^13 ^26 -^46 ^ 13 

Y" Y' Y' Y' Y Y 

1 1« 1 24 -"^36 -^16 ■*24 ^36 



16 



Y" V" V" v v v 

12 -"L 64 JL 35 J^ 12 JL 84 1 35 

Y" V V V V" V" 

68 J^24 ^16 ^68 ^24 ^ 16 

Y" V V V V V 

46 •'^62 ^18 ^ 45 -^62 ^^ 13 



(Tabelle VII.) 

Anmerkung. Die ersten drei Eckpunkte der Vierseiten liegen immer in 
einer Geraden, die Anderen drei sind die Eckpunkte eines Dreieckes. 

Ai^^Ai = a, A2^Aa = aa von Yjg, y"ia ; 
Fn=p, A3^A3 = a3 von Y\,, y^« 

harmonisch getrennt. 

Ebenso sieht man, dass 

82, ag von Y^e, y"56 ; P, »i von Y'^«, y"66 
a3, aj von Y3^, Y\^ ; p, 3^ von Y'3^, y^g^ 



harmonisch getrennt sind. 
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Also: 

Die vier von einem ÜALuoii' sehen Funkte S ausstrahlenden 
CAYLEv'ÄCÄe72 Geraden kann nian sechsmal in Paare spalten ; 
Jedes dieser Strahlenpaare wird von einem der drei durch S 
gehenden y- Geraden und einem Eckpunkt des dem Salmon'- 
schen Funkte zugeordneten Y- Vierseits harmonisch getrennt 

Die SxEiNER'sche (ierade o"» "^ schneidet die Seilen des Drei- 
eckes A^^' ^" in den Punkten Y"i2>Y"34,Y"5e^ während die Eckpunkte 
desselben von S"» ™ durch die Geraden y"]j, y^g^, y^^e projicirt 
werden. 

Also : 

Die auf einer ÜTEi^ER'schen Geraden liegenden Y-Funkte 
werden von den durch den zugeordneten Salmon'ä'CÄözz Funkt 
gehenden y- Geraden involutorisch getrennt 

38. Die 45 y-Geraden schneiden sich zu dreien ausser 
in den 15 SALuoN^schen Funkten noch in sechzig Funkten^ 
welche zu dreien auf den CAYLEY'schen Geraden liegen. 

Die Selten der Dreiecke ai^^ag^^ag^^ aj a^ ag, ai^^ag^ag^^ gehen 
nämlich durch die Punkte A, , Aa,A3, welche in der Geraden a"» "^ = 
P Ai Aa A3 I liegen ; die Dreiecke sind daher perspectiv. Die CoUi- 
neationsmittelpunkte welche zu dem 1-ten und 2-ten, 1-ten und 
3-ten Dreieck gehören, sind 2"^^ ' = (p b^ b^ bg), P"' = (ri"'r2"'y8'"), 
die Projectionsstrahlen bjbabg, Yl"^Y2"^Y8"^ daher werden sich die 
zu dem 2-ten und 3-ten der perspectiven Dreiecke gehörigen Pro- 
jectionsstrahlen in der Geraden p=S"^'^P"^ schneiden. 

Aber die Eckpunkte dieser Dreiecke sind die SALMON'schen 
Punkte 

J:'''^ = {b,c,oi,oL,l S'' ^'^(baCaagaO, S'' ^^ = (b« C3 a^ «,) 

und 

(13, 24) (15, 26) (3 5, 46), 

welche letztere zugleich Eckpunkte von den jenen S Punkten zuge- 
ordneten Dreiecken A^^ ^^, A^' ^, A^' ^^ sind. 

Die den Dreiecken ajagaß, aj^^aa^ag^^ zugehörigen Projec- 
tionsstrahlen sind die (leraden y^g, Yn^-. yi2? welche sich in der Gera- 
den p schneiden. 



60 DR. LEOPOLD KLUG 

Auf dieselbe Weise lässt sich darlhun, dass sich die Geraden 
yi4> y255 Ysö) ^'s Verbindungsgeraden der Punktepaare 

S"> ^^ (3 5, 2 6); S"^ ^, (1 3, 4 6) ; S"' ^', (2 4, 1 5) 

und die Geraden yga? Yie? Yisj sls Verbindungsgeraden der Punktepaare 

S"^' ^\ (15, 4 6); S"'^ ^ (3 5, 24); S"^»^', (13, 2 6), 

in je einem Punkte von p schneiden. 

39. Die 45 y-Geraden kann man als die Seiten von 15 voll- 
ständigen y-Vierecken betrachten, welche den 15 S-Punkten wie 
auch der 15 <7-Geraden zugeordnet sind. 

Wir sahen vorher, dass sich die Geraden y^ y34 yge in einem 
Punkte von p schneiden und können, wenn 

1^> ^^ (14,32)^/55, S"^' '^ (16,5 2)^/34, S^^' M36,54)^y\„ 
ebenso beweisen, dass sich die Geraden 

Yi2^Yz^tYie\ yi2»y84»y56> yi2»y84iy66> yi2»y34»y66 

in bezw. den Geraden p; ai, ag, ag schneiden. 

Die sechs Geraden yia, ys*, yse» y'12, y's4i y'se sind daher die 
Seiten eines Viereckes y"' ™, dessen vier Eckpunkte auf den von 
2]ii, III ausstralenden CAVLEv'schen Geraden p, ai, ag, 83 liegen. 

Wenn wir nun das Viereck y"» "^ dem Punkte S"» "^ (wie 
auch der Geraden a"> "^) und jedes derartige y- Viereck einem 
S-Punkte (und auch einer a-Geraden) zuordnen, so haben wir: 

Die 45 y- Geraden bilden 15 y- Vierecke, deren 4.15=60 
Eckpunkte zu dreien auf den 20 C\\hE\' sehen Geraden liegen, 
u. z. derart, dass jedes y-Viereck seine vier Eckpunkte auf denje- 
nigen vier CAYLEv'schen Geraden hat, welche von dem ihm zugeord- 
neten Sl-Punkt ausstrahlen. 

40. Im 38. Paragraphen wurde gezeigt, dass die Punkte 

(yi2y84yB6), (y36y25yi4)» (y54yi8y32) 

auf der CAVLEv'schen Geraden p liegen, welche noch die Salmon'- 
schen Punkte 

S«' '"=(y"i3y",4y'U S"-, '=(y"3sy",,y"u), S'- " = (y' „ y"„ y"„) 
trägt. Nun sind 
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VI 



Yaa» y'm i Yse» Y^e ; Yi4, y'\4 Gegenseilen des Viereckes y^ 

Yi6>Y"i6; Y84,Y"34; Y52, y'm » » » Y""'' '"^ 

Y64,Y"64; Yl2rY"ia; Yse. Y^SÖ » » ^ Y'""' ^ 

daher bilden jene sechs auf p liegenden Punkte eine Involution. 

Also: 

Auf jeder CwLKY'schen Geraden liegen sechs Punkte, 
in welchen sich je drei der 43 y- Geraden schneiden, näm- 
lich drei ^-Funkte und drei Eckpunkte der ihnen zugeord- 
neten y- Vierecke» Die sechs Punkte bilden eine Involution 
in welcher den ^-Punkten die Eckpunkte der ihnen zugeord- 
neten y- Vierecke, conjugirt sind. (Vergl. 32.) 

41. Da die Eckpunkte 

(YiaY84Y56) (Y'i2Y'84Yb6) (Y'l2y84Y'B6) (Yi2 Y'84 Y'bc) 
p I Ä IV A V Ä VI 

der Vierecke y"' "', Vj"' "^ in den CAYLEv'schen Geraden p, a,, 
a2, as liegen, so kann man fragen, ob sie nicht perspectiv liegen, 
d. h. ob sich die entsprechenden Seiten nicht in Funkten einer 
Geraden schneiden? 
Es ist 

y,«^S^^ ^^ (13, 24)^(bic,a2a3) (13, 2 4) 

und die Geraden bj, Cj gehen durch die Punkte Bi"^ Cj"; da aber 
(37.) yse die Geraden b^, Ci von dem auf Bj™, Ci" liegenden Y\^ 
Punkt harmonisch trennt, so trennt auch der Punkt (Yse? Bi™» Ci") 
die Punkte Bi"\ Ci" von Y'56 harmonisch. 

Betrachtet man jetzt das Vierseit (Fig. 8.) ag" 82"^ ag^^ 83^" mit 
den gegenüberliegenden Eckpunkten Bi"\ Q", dem Diagonal punkte 
Y'ge, der Diagonale a"» "^ = | P A, Ag A3 ], so folgt, dass der Schnitt- 
punkt (y5e,Pi^Ai,^^) auf g"^ "^ liegt und Ag, A3 von Y'ßß harmo- 
nisch trennt. 

Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dass sich die übrigen 
entsprechenden Seiten der Vierecke y"' "^ Vi"' "^ auf der Geraden 
0^^' "^ schneiden und die Schnittpunkte der entsprechen Seitenpaare 

(Y5e,Pi^Ai/-), (y',e, A2/ A3,^^), (Y34, Pi^ ^2/), (y'34, A3,^^ A^,^^), 

{Yi2,Pi^A3/^), (Yu^Ai^^^A,/) 
die Punktepaare 
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"2^3? ^-"1» -"3^11 ^-"^8? -^1 ^^2) ^ -^8 

von 

Y*f V" V" Y" V" V" 
B6' ^ B6» ^ 34? ^ 841 ^ 12» ^ 12 

harmoniöch Irennen, und dass daher besagte Vierecke perspectiv 
liegen. Also : 

Die 15 V^' Vierecke liegen mit den 15 y- Vierecken 
perspectiv; die zugeordneten SAiMOfi'schen Punkte ü/?rf Steiner'- 
scben Geraden bilden die Collineationsmittelpunkte undAxen. 

Oder : Die SiEiNER^ÄcAez? Geraden <t schneiden die Seiten 
der ihnen zugeordneten y- Vierecke in 90 Punkten, durch 
welche die 90 go^- Geraden gehen. 

Ferner, mit Rücksicht auf den letzten Satz in 36: 

Die vier auf einer SiE\^ER' sehen Geraden liegenden 
Steiviek' sehen Punkte spalten sich sechsmal in Paare ; jedes 
dieser Paare wird von einem Y-Punkt und einer Seite des 
der SxEiNER'ÄCÄe/? Geraden zugeordneten y- Viereckes (auch 
Vi' Viereckes) harmonisch getrennt (Dual zum Satze in 37.) 

Man kann dies auch aus Fig. 9 ablesen, wo die Punkte Ai, Aj 
von Yia,y"i3 und auf dieselbe Weise die auf (7^> ^^ = | Bj Cg A^ Aa | 

liegenden Punkte 

Bg, Cg von Y,2, y'ia; 
Bg, Ai von Y35, /sb; Bg, A^ von Y^«, y'^«; 
Cg, A2 von YsB, y"3B; C3, Ai von Y^e, Y\^ 

harmonisch getrennt sind. 

42. Die Vierecke (Fig. 9.) Ai^^ Aa"" Aj A.^, F Ag^^ H A3 zeigen, dass 

Aa^Ai = ai^ Ai^^A2 = aa^^ von Yia,y'\2» und 
A,^'Il = iz^\ PAg--=ag^ von Y\,,r\, 

harmonisch getrennt sind. Das heisst: Durch jeden Eckpunkt eines 
A-Dreieckcs gehen vier PASCAL'sche Geraden und eine y-Gerade ; 
zweimal zwei PAscAL'sche (jeraden werden von der y-Geraden 
und einem au( der Gegenseite des A-Dreieckes liegenden Y-Punkt 
harmonisch getrennt. Oder, da die Gegenseiten lAj^^Aa^lp [P^Ag^'l^ 
des Viereckes V^"^ "^ = [FAi^^ Ag^ Ag^^], durch Y13, YV> gehen, so 
hat man: 

In jedem PAscAh'schen Punkt als Uckpunkt des A-Dia- 
gonaldreieckes eines V^- Viereckes stossen zwei Viereck- 
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Seiten^ d. h. go^-GeradeD, eine y- Gerade and vier Fascai.' sehe 
Geraden zusammen ; jede goi- Viereckseite wird von der y- Gera- 
den durch zwei FAscAh'sche Geraden harmonisch getrennt 

43. Betrachten wir das Viereck Y^' ^^ und sein Diagonal- 
dreieck A^' ^, nämlich [Bi^Ci^Aa^^As^], und [13 24 5 6], weich- 
letzteres zugleich das Diagonaldreieck des Vierseits 



Yi, IV V' V V V" V" V" 
— 1 18 1 24 JL 66 ^ IS JL 24 JL j 
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ist und dessen Eckpunkte, mit dem Punkte S^^ ^ verbunden, die 
Geraden yg« y,, y^A liefern. Von den sich im Punkte (1 3, 2 4) schnei- 
denden Seiten des Viereckes Vi^' '^, den PAscAL'schen Geraden und 
y-Geraden, werden (42.) 

Y',e Bi,°^ C,,« = F Ai^ y^e von ß," = | P^ Q« A^" |, Yi"^ = | P"' A^"^ Bi°' | 
harmonisch getrennt. Da aber die Punkte 

P', (yi2y.*y«), p", p'" 

auf p liegen, so werden auch die zwei ersten Punkte von den zwei 
letzteren harmonisch getrennt. 

Auf dieselbe Weise kann man, wenn man von den Vierecken 
Vi"' '^, Vi™' ^^ ausgeht, beweisen, dass die auf p liegenden 

P^ (yi4y25y86), p"S p^; P"^ (y28yi6y46X p\ p" 

Punkte harmonisch sind. 

Da nun die Punkte (y,a y34 yß«), (yi4 y* 6 y86)> (y«8 yi6 y46) die 
Eckpunkte der Vierecke y"' "\ y"'' ^, y^^ " sind so hat man : 

Auf jeder ChYLEv'schen Geraden liegen drei Kirkman'- 
sche Funicte und drei Eckpunkte der y-Vierecke; je zwei 
KiRKMAN'ÄCÄe Funkte werden von dem dritten Kikkuai^' sehen 
Punkt und einen Eckpunkt der y-Vierecke, also auch zwei 
Eckpunkte der y- Vierecke von einem dritten Eckpunkt und 
einem Kirkmav' sehen Punkt harmonisch getrennt; endlich 
bilden diese sechs Punkte eine Involution. 

Anmerkung. Vergleicht man diesen Satz mit dem 36. auf Seile 
121, so sieht man, dass den PAscAL'scheu Geraden und den Seiten 
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der Y-Vierseite die KiRKMAN'schen Punkte und die Eckpunkte der 
y-Vierecke nicht dual gegenüber-gestellt werden können. ^ 

44. Im Punkte 38 wurde gezeigt, dass die Dreiecke aj^^a^/ag^^ 
«1 «2 ag bezüglich (y,2 yg4 y^e), o"' "S als Collineationsnniltelpunkt und 
Axe perspectiv sind. Ebenso werden auch die Dreiecke 



VI 



P'aa'ag" p'ag^'ai'^ p^a^^^aa' 

/C 0^2 Ofg 7C CK3 0C| TZ OL^ OL^ 



bezüglich (y^^ y'g, Vje), (y'12 y34y'66), (Yny'.-iy'ße). als Collineations- 
mitlelpunkte, und 0"' '", als Axe perspectiv liegen, d. h. 



»Die Vierseite 

yll, III ^ pi a^iv 



^2 83 



s"* "^ = 7c a^ ag ag 

spalten sich in vier Paar be- 
züglich der Eckpunkte des Vie- 
reckes y"' "' und der Geraden 
c^^' "^ als Collinealionsmittel- 
punkt und Axe, perspective 
Dreiecke; die projicirenden Strah- 
len sind die Seiten von y" 



S"'"^ = nAiA2A3 

spalten sich in vier Paar be- 
züglich der Seiten des Vierseits 
Y"' "^ und des Punktes S"> "^ 
als Collinealionsaxe und Mittel- 
punkt perspective Dreiecke ; die 
Schnittpunkte der entsprechen- 
den Seiten sind die Eckpunkte 
von Y"' "^ (30.)«. 

Ferner haben wir (27., 41.): 

»Aus den SiEiNER'schen Punkten P, Aj, Aj, Ag der Steiner'- 
schen (Geraden rj"» "^ sirahlen 

7ip^p"p"^ aia,^^ai"a,"^ ajag^ag^aa'" «a ag^' 83" aa"^ 



III 



Die Vierecke 
yii, i" = PA/^ Aa^A. 



VI 



aus, welche die Vierseite 



s"' "^ = 7r «i aa ag, 



,^11 r, 11 « 11 « II 



yll, m^pijj^ivjj^va^vi^ p'" ai"' aj"' a,'" bilden. 



'3 



II. III 



O"' 



Die zwei ersten und die zwei anderen Vierseite sind bezüglich 
als Collineationsaxe und der Eckpunkte der Vierecke 



rll. 111 



= y.» y». y56 y'i» y'34 y'^«, v^". "■ = [f a^-^ a/ a,^-]., 



* Damit ist Teorema LXI. von VeboxNese (SiiU' hexagrammum mysticum) 
richtig gestellt. 
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als Collinealionsmittelpunkle perspectiv, während die zwei Vierecke 
yii, iii^ yu, III g^iijgt bezüglich o"' "^ und S"' "' perspectiv sind«. 

. 45. Da die Vierecke y"' "\ V^"^ ^^ bezüglich <t°' "^ S"' ™ 
perspectiv sind, so werden auch ihre Diagonaldreiecke D"» "\ A^^» "^ 
bezüglich a"» "^ S"' "^ perspectiv sein. 

Die entsprechenden Eckpunkte der Diagonaldreiecke sind 

Dia = fyi3 y'12) D84=(ys4 ^'34) D56=(yB6 y'ße) 

(3 4, 5 6) (5 6, 12) (12, 3 4), 

daher gehen die Verbindungsgeraden y'Vj^ y"34i y"B6 ^on 2"^ "^ 
mit den Eckpunkten des Dreiecke A"' "^ durch die des anderen 
D"^ ^", und dift Schnittpunkte Y\^, ¥"34, Y\^ der Seiten 12 34 56 
des Dreieckes A"' "^ mit a"» "^ liegen aul den Seiten 



D34 D56 = (y84 y'se) (vso y'BoX ^^^ D12 = (yee y'56^ (yi« y'i2\ 

Dia D34=(yi2 y'12) (y84y'34) von D"' 



III 



Wenn man noch in Betrachl zieht, dass A"' "^ das Diagonal- 
dreieck von Y"' "^ ist, so hat man : 

BJe Diagonaldreiecke A"' "\ IP' "' des Vierseits und 
Viereckes 



^i. III 



— Y12 Y34 Y56 Y 12 Y 04 Y 56, y ' — yi2 y34 yB6 y 12 y 34 y I 
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liegen bezüglich der ihnen zugeordneten ÖJEiNER'ÄCÄeß Gera- 
den und des "ämmo^' sehen Punktes c"' "^ S" "^ als Collineations- 
axe und Mittelpunkt perspectiv ; die Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten und die Verbindungsgeraden der 
entsprechenden Eckpunkte sind Y\^,Y'\^,T\fi\ y"i8? y''84> y''56- 

Ferner : 

Die 45 y- Geraden schneiden sich zu dreien ausser in den 
SALMON'schen Punkten und in den 60 auf den Cayley 'sehen Geraden 
liegenden Punkten noch in 15 D-Punkten, welche die Eckpunkte 
der Diagonaldreiecke der 15 y- Vierecke sind. 

Die 45 Seiten der 15 D-Diagonaldreiecke gehen durch 
die 45 Y-P unkte, sowie die 45 Eckpunkte der 15 ii-Dreiecke 
auf den 45 y- Geraden liegen, 

46. Indem sich-die Geraden yia, y'i2? y"i2 ^^ einem Punkte 
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Di2 = (yi2y'iay"i2) schneid n, so ist derselbe zugleich Eckpunkt der 
Dreiecke 

nn, in_n n n niv, v — n T) T) W- ^ — D D D 

U ' —^13^84^661 ^ — ^12^36^64» ^ —^12 ^36 ^64* 

Also: 

Die 15 D'Diagonaldreiecke der y- Vierecke haben blas 

15 Eckpunkte, indem jeder derselben von drei Dreiecken zu- 

gleich Eckpunkt ist, entsprechend dem Satze, dass die 15 A 

Diagonaldreicke der Y-Vierseite blos 15 Seiten haben, da jede 

zugleich Seite von drei Dreiecken ist. 

Die Gegenseitenpaare y^, y'^ ; y'n, y"i2 ; y"i2, yj, der Vierecke 
yii, m^ yi, vi^ yiv, V trenueu bezw. 

die Seiten Du D84 = (yi2y'i2) (y84y'84X Di2DB«=(yi2 y'12) (ysey'öe) 

des Dreieckes D"' "^ 

die Seiten D,, D3, = (y',, y'\,) (y'3, y",,), D^, D«, = (y',, y",,) (y'e4 y"64) 

des Dreieckes D^^ ^\ 

die Seiten HixU^^Hfi^^ii^) (y^seysc), Di2DB4 = (y"i2yi2) (y"B4y64) 

des Dreieckes D^^' ^ 
harmonisch. Also: 

Die von den einzelnen Eckpunkten der D Diagonaldreiecke 
ausstrahlenden drei Seitenpaare derselben werden von den 
aus denselben Eckpunkten ausstrahlenden y-Geraden har- 
monisch getrennt (entsprechend dem letzten Satze in 30.). 

47. Die Seiten der Vierecke 

f> v'=yBeyi4y82y"56y"i4y"82; y""'' '''=y34y52yi6y"34y"63y"i6; 

y ' ^ yi2 yse y64 y 12 y se y 54 

schneiden sich in den Punktepaaren 

(y56 y34 yi2), S"^ ^" = {f.. Y\, Y\.) ; (y^ y,. Yz.\ 2™' ' = (y'u y"52 fz.) ; 

(y32yi6y54), s^'°=(y"32y"i6y"64), 

welche auf p eine Involution bilden. 

Von den zwölf Eckpunkten jener Vierecke liegen 

(yee yi4 y82) (y84 y62 yie) (yu y36 y^i) 

auf der CAYLEv'schen Geraden n, die übrigen neun sind die Eck- 
punkte von den perspectiven Dreiecken 

J 66 J 14 y 82) y 84 y 52 y 16) y 12 y 86 > ^4) 
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und die zu diesen perspectiven Dreiecken gehörigen Collineations- 
mittelpunkte liegen in ti. 

Es ist nämlich von den Dreiecken 



16 



y"56 y"i4 y"32, [VB,"r,-],, [VB,"r-],. y"3.y"5.y' 

das 1-te mit den 2-ten bezüglich S^^ ^\ <s^' ^' (41.) 

das 2-te » » 3-ten > P, u^' 

das .3-te » > 4-ten )» S^'' '^, d^'' '^ 

das 4-te » » 1-ten ^ p 

perspectiv, und da sich die vier Colllneationsaxen im SxEiNER'schen 
Punkt n schneiden, so liegen die Collineationsmittelpunkte in tt. 

Auf dieselbe Weise kann man folgern, dass die zu den 
perspectiven Dreiecken y^e y"i4 y32", y"i2y"86y"54 und y"«* y"62 yV 
y"]2y"36y"fi4 gehörigen Collineationsmittelpunkte in tz liegen. 

Da nun von den Eckpunkten der Vierecke y^^ ^\ y^^^ ^^, 
yiv, V ^j.gj entsprechende Eckpunkte in tt gelegen waren, so kann 
man schliessen, dass sie paarvy^eise perspectiv sind ; die gemeinsame 
CoUineationsaxe ist p, die drei Collineationsmittelpunkte aber 
liegen in %. 

Die Diagonaldreiecke 

nv, vi_r) n n nvi, iv_n n n niv, v_t) t\ n 

jener Vierecke sind daher auch bezüglich p als Axe und drei in tc 
liegender Punkten perspectiv, und je zwei von den Schnittpunkten 
der entsprechenden Seiten trennen die conjugirten Punktepaare der 
auf p von den Seiten der Vierecke y^^ ^^ y^^ ^^, y^^' ^ ausgeschnit- 
tenen Involution harmonisch, nämlich : 

(Dse Di4, D34Ü52, D12 Dge), (D56 D32, D34 D|e, D12 Db4), 

(yse y84 yi2)5 (y se y 34 y 12) j 

(D14D82, D52 D^e, D36 D54), (Di4D5ß, Db2 D84, Dgg Di2), 

(yi4y62y36)» (y"i4y"5ay"86); 

(D,2D56, D16D34, D54D12), (^82^14' DieD^a, D54D3e), 

(y32 yi6 y54)i (y 32 y le y 54) 

sind harmonische Punkte. 

Die Eckpunkte der Diagonaldreiecke D^' ^^, W^> ^^, D^^^ ^ 
sind zugleich Eckpunkte der Diagonaldreiecke 
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der Vierecke 

y ' =766 yaiYia y 66 y 84 y IS? y ' —YnY^iyzßy n^ ^zy z^t 

y ' ^Ysa yi6 y64 y sa y le y 541 

und sowohl die Vierecke, als auch ihre Diagonaldreiecke sind 
bezüglich n und drei in p liegender Punkte perspectiv. 

Die Schnittpunkte der entsprechenden (legenseiten der Vierecke 

(y56 yi4 y»»). 2^' ^^=(y'56 y'14 y's«) ; (ya* y5i yie), 2^^' ^"=(y'84 y'^. y\,) ; 

(yi2y86y64X 2^^' ''=(y'i2y'86y'B4) 

werden von den Schnittpunkten der entsprechenden Seiten der 
Dreiecke 

(DijDj,, DjeD^a, Dß^Die), (D,,D,,, ]),^D,,. D^eD«,), 

(DceDia, Di.Dje, D^ D,,) 

harmonisch getrennt. Diese letzteren drei Punkte geben aber die 
Collineationsmittelpunkte der paarweise perspectiven Dreiecke D^^ ^^ 
pvi, iv^ j)iv, V so^jg jgj. Vierecke y^' ^S y^^^ ^^, y^^^ ^. 

Daher haben wir: 

Von den 15 y- Vierecken (and 15 D-Dreiecken) kann 
man 20-n2al drei herausnehmen, welche bezüglich der Cavley'- 
schen Geraden als gemeinsamer Collineationsaxe paarweise 
perspectiv sind. Die drei Collineationsmittelpunkte, die zu 
solchen drei perspectiven y -Vierecken {D-Dreiecken) ge- 
hören, liegen in den Gegengeraden der CAYLKv'schen Geraden 
und trennen die conjugirten Punktepaare Jener Involution 
harmonisch^ welche durch die auf der CfiYLEv'schen Ge- 
raden liegenden I-Punkte und die Eckpunkte der y- Vierecke 
gebildet werden. 

Anmerkung, Diese drei Collineationsmittelpunkte fallen nicht 
in die KiRKMAN'schen Punkte der CAYLEv'schen Geraden. Zwei 
KiRKMAN'sche Punkte werden nämlich von einem Eckpunkt der 
y-Vierecke und den dritten KiRKMXii'schen Punkt harmonisch 
getrent, während zwei Collineationsmittelpunkte von einem Eck- 
punkt der y- Vierecke und einem ÜALMov^schen Punkt harmonisch 
getrennt sind. 

48. Endlich wollen wir noch eine Relation erwähnen, die 
zwischen den Y-Punkten und y-Geraden, so wie den auf den Ge- 
raden goi liegenden Punkten statt findet. 
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Die durch die Punkte (3 4, 5 6), (5 4, 3 6) gehenden 

„ _ A IV A V T> II p III „' __ A IV A V -D II p III 

Geraden schneiden sich im Punkte Y^a. Der Punkt Y12 trennt die 
Punktepaare 

A/^Aa^ A,,^^A,,^ von y'\2 = S«' '" (34, 5 6), und 
B3"^3"^B3."^3/^^ von y\,=11'^' ^ (3 6, 54) 

harmonisch. Also : 

»Durch jeden Y-Punkt gehen zwei goi-Geraden (nämlich goi, g'oi); 
auf welchen je zwei KiRKMAN'sche und zwei Vi-Punkte liegen. Die 
zwei KiRKMAN'schen Punkte auf der einen und die zwei V, -Punkte 
auf der anderen Geraden, und umgekehrt, werden von dem an- 
genommenen Y-Punkt durch je eine y-Gerade harmonisch getrennt. 
Die y-Geraden und der Y-Punkt haben dieselben unteren aber ver- 
schiedene obere Zeiger«. 

Anmerkung, 1. Ersetzt man in Tabelle VII die grossen Buch- 
staben durch kleine, so erhält man die Seiten der einzelnen y- Vierecke. 

2. Folgende Tabelle VIII zeigt, welche y-Geraden durch die 
einzelnen SALMON'schen Punkte gehen. 



jm, ui 

2V, VI . 



"(y 12 y 34 y 50) 
(y'i4 y'aa y'se) 
■ ^yi3 y24 yöe) 
(yi5 y26 y84) 
(yi2y35y46) 



2"^. I: 
2VI, IV . 

211, IV. 
211, VI 



(y 14 y 86 y 52) 
(y'ic y'84 y'52) 
(yi4y'35y'26) 
Ky'13 y25 y'46) 



2IV, V, 

2111, IV 

2ni, V. 
2111, VI 



(y 16 y 82 y 54) 

^(/lay^aey^) 

=(y"i6y"46y82) 
=(yi6y"24y"35) 

■(y 18 745 y 26/ 



(TabeUe VIU.) 



12, Die Veronese^schen Vi-Geraden« 

49. Wir wissen, dass den durch den KiRKMAN'schen Punkt 
P^ gehenden PASCAb'schen Geraden (x^^ ol^ äg^ die auf* der Pascal'- 
schen Geraden p^ liegenden KiRKMAN'schen Punkte Aj^Ag^Ag^ zuge- 
ordnet sind. Aber denselben PASCAL'schen Geraden sind auch die 
Vi-Punkte, nämlich Ai/Aa/Ag/, zugeordnet, von denen sich eben- 

5 



70 Dk. LEOPOLD KLÜÖ 

falls beweisen lässt, dass sie in der Geraden p,^ liegen, welche ebenso 
wie p^ durch P geht. 
Die Dreiecke 



(12, 3 4) (5 6, 12) (34, 56), Bi^Bj^B^^, Ci^C/C 



VI 



8 



sind nämlich bezäglich des ColHneationsmittelpunkles n perspectiv, 
denn die entsprechenden Punkte Hegen in den Geraden tt^ t^ ti^. 

Aber die zu dem 1-ten und 2-ten, 1-ten und 3-ten Dreieck 
gehörigen Collineationsaxen sind, da sich die entsprechenden Seiten 
(25.) in den Punkten 

(12, 45), (34, 61), (56, 23); (12, 36), (3^, 52), (56, 14) 

schneiden, die Geraden p°, p"^ Die Seiten des 2-ten und 3-ten 
Dreieckes sind aber goi-Geraden, welche man durch V^-Punkte wie 
folgt ausdrücken kann (Tabelle V) 

AI p in A I r ni Ä I p III 
li ■'•li ■*^i ■'•21 ^31 •'■81 

AI T) II A I P II A I Tl II * 
li *^li •*^«i ""ii •°'8i -"81 ) 

die Schnittpunkte Ai/Aj/Aji^ dieser Geraden werden daher in 
der Geraden Pi^ liegen, welche durch den Punkt P=(p"p™) geht. 

Bedenkt man noch, dass der Punkt P^ als Schnittpunkt der 
Geraden a^a^oL^ auf der Geraden p liegt, so hat man: 

Den von einem KiRKMAN'ÄCÄe/2 Funkte einer Cayley' sehen 
Geraden ausstrahlenden drei PAScAL'schen Geraden sind drei 
Vi'Punkte zugeordnet, die mit dem der CAYLEv'schen Gera- 
den zugeordneten STEivEK'schen Punkte auf einer Geraden 
liegen. 

Diese Gerade soll die jenem KiRKMAN'schen Punkte zugeordnete 
VERONESE^Ä'CÄe Gerade r,, oder kürzer v^-Gerade heissen. Da jedem 
KiRKMAN'schen Punkte eine PAscAL'sche und eine Vi-Gerade zuge- 
ordnet werden kann, so ist die Anzahl der Vi- Geraden 60 j und 
wir wollen sie zu Unterscheidung von einander auf dieselbe Weise 
wie die PAscAL'schen Geraden bezeichnen, hur setzen wir den 
Zeiger »j« hinzu. 

Daher sind z. B. 

p^ F = (a,^a3^a8^), F, p^^ = | A^^^A^^^A«,^ | = | A^^A.^A,^ | / 
zugeordnete Punkte und Geraden. 

* Im Folgenden soll | Ai' A^' Aj^ | i statt | Ai-' A^} A3.' 
(Cj" b2™)i statt (cj." bj.™), u. s. w. geschrieben werden. 
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Da auf jeder PAscAL'schen Geraden drei KiRKMAN'sche Punkte 
liegen, so gehen auch durch jeden Vj-Punkt drei Vj-Geraden ; 
da ferner auf jeder CAYLEY'schen Geraden drei KiRKMAN'sche Punkte 
liegen, so gthen auch durch jeden SxEiNER'schen Punkt drei Vi- 
Geraden. 

Daher : 
Die 60 Vi' Geraden gehen Die 60 V^Fankte liegen 

zu dreien durch die 60 V^- zu dreien auf den 60 v^- 
Funkte und die 20 Steiner'- Geraden und auf den 20 

sehen Funkte. CAVhE\^schen Geraden, 

50. Untersuchen wir jetzt, welche Configuration die den in 
einer DESAROuEs'schen Configuration befindlichen 10 PASCAL'schen 
Geraden und 10 KiRKMAN'schen Punkten zugeordneten Vj-Punkte und 
Vj- Geraden bilden. 

Den auf p^ liegenden drei Punkten Ai^Ag^As^ sind die drei 
Geraden ol^^^ a^^^ a^^^ zugeordnet, die sich in dem der p^ zugeord- 
neten Punkte Pj^ schneiden ; ferner sind den durch P^ gehenden 
Geraden ai^oc^^a,^^ solche Punkte Ajj^Aai^Agj^ zugeordnet, die auf 
der dem P^ zugeordneten Pi^ Geraden liegen. Indem nun die 
Dreiecke 

b,^ b^^ b3^ = Ci^ C,' C,\ Ci^ c,' C3^ = Bi^ B^^ B,' 

deren Eckpunkte in a^^, aa^ a^^ hegen und deren Seiten sich in 
Al^ Aä^ As^ schneiden, bezüglich 

P^ = (a,^a,^a3^), p^ = | A^^A^^AgM 

als Collineationsmittelpunkt und Axe perspectiv sind, so werden 
auch die Dreiecke 

(Bi^ B,^ B,\ = (Ci^ c,^ C3^)„ (C,^ G,^ C3^X ^ (bi' W W\ 

deren Seiten durch An\ A2i\ A^,^ gehen und deren Eckpunkte 
auf ajj^ a^i^, agj^ liegen und die den Seiten und Eckpunkten 
der ersteren Dreiecke zugeordnet sind, perspectiv liegen bezüglich 

p,^= lAJA^^AsMi, Vi' = {<^'^A 
als Collineationsaxe und Mittelpunkt. Wir haben daher: 

Die Conßguration [V^ vJ=[Vv]i der 60 V^-Funkte und 
60 Vr Geraden spaltet sich so wie die Conßguration [Vv] der 
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60 KiRKMAN'ÄcJie/2 Punkte and 60 FAscAh'schen Geraden in 
sechs ÜESARGUEs'ÄCÄe Conßgarationen, and beide haben za 
den zwei l^sss^' sehen Conßgurationen H = (15^, 20^\ H' = 
(20g, 15^) dieselbe Lage^ nämlich : durch jeden Steiner 'ÄcAen 
Funkt gehen drei Vi- Geraden, und auf jeder Cayley' sehen 
Geraden liegen drei Vi- Punkte. 

51. In Paragraph 44 hatten wir zwei Dreiecke 



B,'^B/B3^\ C, 



IV 



CJ 



Ca^^ 



betrachtet, welche sowohl mit einander, als auch mit dem Dreieck 
Ai^ A/ Ag'^^ bezüglich 11 und p^^ p^", pi™ als Collineationsmittelpunkt 
und Axe perspectiv sind und daher eine HESsE'sche Configuration 
(154, 2O3) bilden. Die 20 Punkte und 15 Geraden derselben sind: 
die obigen 9 KiRKMAN'schen Punkte, die 9 V^-Punkte 

und das SxEiNER'sche Gegenpunktepaar P, 11; die drei Pascal'- 
schen Geraden n^, n^, n^, die drei Vi-Geraden 



Pi' = 



Ai A2 



^A ^ 



II 



ll> 



III 



riii p in p III 
l I- O. J. 9 



2 



u 



B," B,° B,« I., px' 

und neun goi -Geraden, auf welchen zwei KiRKMAN^sche und zwei Vi- 
Punkte hegen (Tabelle V). Daher: 

Auf den von einem SxEiNER'schen Punkte ausstrahlenden drei 



PASCAL'schen Geraden 
liegen neun Kirkman'- 
sche Punkte; diese 
sind Eckpunkte von 
drei paarweise per- 
spectiven Dreiecken. 
Die Schnittpunkte der 
entsprechenden Drei- 
eckseiten sind Vi- 
Punkte ; die Collinea- 
tionsaxen sind Vj-Ge- 
raden, die sich in dem 
Gegenpunkt des Stei- 

NER'schen Punktes 
schneiden. 



Vi-Geraden liegen 
neun Vj-Punkte ; diese 
sind Eckpunkte von 
drei paarweise per- 
spectiven Dreiecken. 
Die Schnittpunkte der 
entsprechenden Drei- 
eckseiten sind KiRK- 

MAN'sche Punkte; 
die CoUineationsaxen 
sind PAscAL'sche Ge- 
raden, die sich in dem 
Gegenpunkte des Stei- 

NER'schen Punktes 
schneiden. 



STEiNER*schen Geraden 
liegen neun Steiner' - 
sehe Punkte; diese 
sind Eckpunkte von 
drei paarweises per- 
spectiven Dreiecken. 
Die Schnittpunkte der 
entsprechenden Drei- 
eckseiten sind Stei- 
NER'sche Punkte; die 
CoUineationsaxen sind 
Steiner 'sehe Geraden, 
die sich in dem Ge- 
genpunkte des Stei- 

NER'schen Punktes 
schneiden. (18.) 
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Der Satz in der Mitte folgt aus der Betrachtung der Dreiecke 

[Ai^Bi^Ti^], .... (i=l,2,3) 

der besprochenen Configuration ; man kann ihn noch verallgemeinern. 
52. Die Vierecke 

haben ihre Eckpunkte in den Geraden ^Pi^Pi^Pi™, die durch P 
gehen, und sind bezüglich P und ir^^, n^y n^^ als CoUipeationsmittel- 
punkt und Axe perspectiv. 

^v, vi^ ^vi, iv^ ^iv, V gjjj^j nämUch die Diagonaldreiecke jener 

Vierecke, und die Dreiecke 

[Ai'Bi'T.^^., [A,'B»°r,«]„ [A,'B,'^r,'°]. 

als Teile jener Vierecke sind bezüglich P und tc^^. tt;^, tt^^ per- 
spectiv; also sind es auch die Vierecke. 

Da nun die Vierecke den sich in II schneidenden Steiner'- 
sehen Geraden a^^ ^\ a^^* ^^, a^^' ^ zugeordnet sind, so hat man: 

»Die den durch einen SxEiNER'schen Punkt gehenden drei Stei- 
NER'schen Geraden zugeordneten drei Vi-Vierecke sind paarweise 
perspectiv ; die durch den SxEiNER'schen Punkt gehenden PASCAL'schen 
Geraden sind die Collineationsaxen, der Gegenpunkt des Steiner'- 
schen Punktes ist der gemeinsame CoUineationsmittelpunkt«. 

Oder: 

»Die 15 Vi-Vierecke sind 20-mal zu dreien perspectiv; die 
SxEiNER'schen Punkte sind die Collineationsmittelpunkte, die durch 
ihre Gegenpunkten gehenden PAscAL'schen Geraden die Collinea- 
tionsaxen«. 

Beide Sätze wurden schon oben (33.) auf eine andere Weise 
bewiesen. 

53. Laut dem Satze unter 35 ist für die auf aj liegenden 

Punkte (Fig. 9) 

(A,.^^ S^^ "^ A,^^ A0 = -1, 

also auch für die Strahlen 

nAi/^=V^ ns"' ^"=p, nAi^^=7t^\ nAir=a^> ^^ 

durch welche dieselben aus n projicirt werden, ist 

(V'^P^^cj^' ^)==— 1. 
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Ebenso hat man für die übrigen aus n ausstrahlenden Geraden 

Also : Aas Jedem STEiNER'ÄcAe/? Punkte strahlen aus: eine 
CAYLEY'sche, drei FAScAL'scbe, drei ihnen zugeordnete v^- und 
drei Steiner '^cÄe Geraden. Die CAYLEv'sche und Jede v^-Ge- 
rade wird von der ihr zugeordneten FascaV sehen Geraden 
und einer Stehjer sehen Geraden harmonisch getrennt. 

Daher können wenn die PASCAL'schen, CAYLEv'schen, Steiner'- 
sehen Geraden bekannt sind, die v^-Geraden auf einfache Weise 
construirt werden. Denn z. B. lür Pi\ Pi", Pi"^ durch P hat maii 



13. Die Pascal'sclien Geraden sind mit den 
Kirkman'sclien Punkten und den V^-Punkten in 
keiner correlativen, mit den Vi-Geraden in keiner 

coUinearen Beziehung« 

In den früheren Betrachtungen haben wir gefunden, dass die 



60 KiRKMAN'schen 
Punkte 

1. zu dreien auf 
den 20 CAYLEv'schen 
Geraden, 

2. zu dreien auf 
den 60 PASCAL'schen 
Geraden liegen. 



60 Vi-Punkte 

1. zu dreien auf 
den 20 CAYLEv'schen 
Geraden, 

2. zu dreien auf 
den 60 Vj- Geraden 

liegen. 



60 PAScAL'schen Ge- 
raden 

1. zu dreien durch 
die 20 SxEiNER'schen 
Punkte, 

2. zu dreien durch 
die 60 KiRKMAN'schen 
Punkte, 

3. zu vieren durch 
die 45 PASCAL'schen 
Punkte gehen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, ob nicht auch die Kirkman'- 
sche Funkte j eben so wie die V^- Punkte, welche den zu vieren 
durch einen (Pascai.' sehen) Punkt gehenden PASCAh'schen Ge- 
raden zugeordnet sind, in einer Geraden liegen? 

Durch den Punkt (1 4, 2 3) gehen (Tabelle I) die PASCAL'scben 
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Geraden p* ai^^ bj™ c^" ; diesen sind die KiRKMAN'schen Punkte und 
Vi-Punkte 

F Ai^^ Bi°^ Ci° ; Pi^ A,,^ B^J^ Q,° 

zugeordnet und (Tabelle V. und IV.) 

auf der Geraden liegen P^^ Aj,^^ die Punkte Bi™, Q", (1 2, 3 4) 
> » > » Bi^Ci,"» » F, Ai^, (13, 24). 

Würden nun die obigen vier KiRKMAN'schen und Vi-Punkte 
auf je einer Geraden liegen, so müssten dieselben coincidiren, da 
jede zwei Punkte der anderen enthält, und (12, 34), (13, 24) 
wären Punkte dieser Geraden q. Aber 

ßi° verbindet die Punkte (13, 24), Ci° = (ßi° a«" a^^) 
T^ V > » (1 2, 3 4), Aj^ = (tt^ ao'^ a,'^), 

die Gerade q würde daher sowohl mit ß^", als auch mit v^ coincidi- 
ren. Da nun im Allgemeinen zwei PAScAL'sche Geraden, wie ßl^^ tc^^, 
nicht zusammenfallen, so ist unsere Annahme, dass die vier KiRK- 
MAN'schen Punkte oder die vier V^ -Punkte in einer Geraden liegen, 
unzulässlicb, d. h. 

Die den vier sieb in einem FAscAh'schen Punkte schnei- 
denden PAscAh'schen Geraden zugeordneten Kirkuas' schen^ wie 
auch V^-Punkte fallen nicht in eine Gerade, 

Daraus folgt: 

Die 60 FAScAh'schen Geraden stehen weder mit den 60 
KvRKUAs*schen Punkten, noch mit den 60 Vi- Punkten in der 
Beziehung der Correlation, 

55. Es drängt sich jetzt die Frage auf, ob die 60 Pascal'- 
schen Geraden und die 60 Vi- Geraden nicht collineare Ge- 
bilde von einander sind. 

Wenn man wieder beweisen kann, dass vier sich in einem 
Punkte schneidenden PAscAL*schen Geraden zugeordnete v, -Geraden 
nicht durch denselben Punkt gehen, so können auch die Pascal'- 
schen Geraden und die Vj-Geraden keine collinearen Gebilde sein in 
dem Sinne, wie hier die Zuordnung statt findet. 

Wir haben in Fig. 9 drei Vierecke V^» ™ = P^ A/^ A,^ A^^\ 
Vi°' °^ = [P'Ai^^A/A3^^,, S°' "^ = nAiAaA8, deren Eckpunkte 
fiuf den Geraden p, a^, a,, ag liegen, die sich in S"' '" schneiden. 
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Bezeichnet man die Schnittpunkte der Geraden 

(A,A,/, A,Ai,'^) = (34, 56)., (A.'^A,/, A,^ A,/') = (3 4, 56)'. 
(AäA,.", A,A,.^ = (12, 34)., (A/A„^\ A,^'AO=(l2, 34)'. 
(A,Ai.'^ AiA,.'')=(5 6, 12)., (A.^A^.^ A,»^A,.^')=(56, 12)'.. 

so liegen die Punkte 

S"' ™ (34, 5 6), (3 4, 5 6)., (3 4, 56)'. in der Geraden y''^ 
S". °' (5 6, 12), (5 6, 12)., (5 6, 12)'. » » > y"„ 

S"> «^ (1 2, 3 4), (1 2, 3 4)., (1 2, 3 4)'. » . » y"„. 

und das erste Punktpaar trennt das letztere in jeder der y-Ge- 
raden harmonisch. 

Betrachtet man nun die bezüglich der Coliineationsaxe «2^'= 
I Aj A,'' (3 4, 1 2) I perspectiven Dreieckpaare 

S«. '« A,.^ A,,^ \ S«' '^ A/ A,' \ 
(34, 56) Ai"^n/ (3 4, 5 6) Ai.'^ Pi' | 

so folgt, dass sich die v^-Geraden 

V'==nA,." a3.'=A,lV 
in den Schnittpunkt (34, 56)'. der Geraden 

y",, = 2;"> '" (3 4, 5 6), A,.^ A,'^ A/ A,.'^ 
treffen, während die Vj-Geraden 

durch den Punkt (3 4, 5 6), gehen. 

Da aber die Punkte (3 4, 5 6)'„ (3 4, 5 6^ im Allgemeinen von 
einander verschieden sind, weil sie S"' "^, (3 4, 5 6) harmonisch 
trennen, so schneiden sich die vier v^-Geraden tii^^ a8,\ a^"^, ag,^^ 
welche den durch (3 4, 5 6) gehenden PASCAL'schen Geraden ii^^ aj^, 
ö^i^j «s^^ zugeordnet sind, nicht in demselben Punkte. 

Daraus tolgt aber: 

Die Conßgarationen der 60 v^- Geraden and 60 Pascal'- 
schen Geraden sind zu einander nicht collinear. 

56. Aus dem im 55. Punkte gegeben Beweis ist ersichtlich, 
dass sich in den auf y"5e, y"34, y"ia liegenden Punkten je zwei Vj- 
Geraden schneiden, welche von diesen y-Geraden durch die Eck- 
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punkte des Y"' "^ Viereckes harmonisch getrennt sind, u. z. werden 
im Punkte 

(1 2, 3 4X die Geraden a,/^ oc,J von y",«, Y,, 



(1 2, 3 i)\ 


%'^ «1.^ 


» 


v" Y' 

y 66» ^ 66 


(56, 12). 


«a.'^ «!.'' 


> 


y 84? J^Si 


(5 6, 1 2)'. 


Tti' «,/ 


» 


v" Y' 

y 84? ^ 84 


(5 4, 56). 


«l/«,.'^ 


» 


y 12) M2 -^ 


(3 4, 5 6)', 


V«,.' 


» 


y la? Yi2 


harmonisch getrennl, wo 








^A,.'=7:,^ A,Px' = a,.S 


A,A,.'^-a, 


IV 

i 1 


A A VI — Ä. VI 


nA,."_V^ A,P,' -«,.', 


A A VI— a V' 


A8A,/ = a8,^ ist. 



Jede y-Cilerade verbindet einen SALMON'schen S-Punkt, mit 
einem PAscAL'schen Punkte, und auf jeder y-Geraden liegen zwei 
solche neue Punkte, wie (3 4, 56^, (3 4, 5 6)\, welche jene har- 
monisch trennen. Die Anzahl dieser neuen Punkte ist daher 90; 
sie liegen paarweise aut den y-Geraden und sollen allgemein mit 
Gi2 und, wenn von zwei auf derselben y-Geraden liegenden G^j- 
Punkten die Rede ist, mit Gj,, G\a bezeichnet werden. Für diese 

Punkte ist daher 

(Gl, G'ia ^ G) = — 1. 

Durch jedes Punktepaar G^a, G'^ auf einer y-Geraden gehen 
vier Vj-Geraden, zwei durch G^a und zwei durch G'^, welche den- 
jenigen PAscAL'schen Geraden zugeordnet sind, die sich in dem auf 
der v-Geraden befindlichen PASCAL'schen Punkt G schneiden. Sie 
correspondiren in gewissem Sinne mit den 90 goi-Geraden oder, 
was dasselbe ist mit den i5 Geradenpaaren goi, g'oi- 

Auf y"ia liegen nämlich die Gia, G'ja Punkte (3 4, 5 6),, 
(34, 5 6)\, in welche sich die Geraden a^,^ a^J^, bezw. n^^^ aj/ 
schneiden, und durch Y",2 gehen die Geraden 

goi = I All ^j A3 Ir I , goi = I Hl Asj Ax Aa I , 

auf welchen die Punkte Ai,^Aai^^, bezw. Hj^^^Aj/ liegen. 

So wie jede PASCAL'sche Gerade drei PAScAL'sche Punkte G 
trägt, tragen auch jede der Vj-Geraden drei G,a-Punkte. Z. B. trägt 
die PASCAL'sche Gerade 

7^=143256 = I HAg^^B^^^C,^^ | 

die PAScAi^'schen Punkte 
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(3 4, 5 6) = (n^ a,^ o,^ o,^^, (1 4, 5 2) = (tt^ ß,° ß/ ß,^), 

(16, 3 2) = (7.^r»^°Yi^r«^^) 

und auf der Vi-Geraden tz^^ = | n Aj/^ B^^ Cjj^ | liegen die Punkte 

(34, 56)X7r^On (14, 5 2)X7r^ß3-X, (16, 3 2)\=(7r^^r8n. 



57, Durch jeden der 45 
Y'Pujikte gehen vier Gerade 
Aa> welche je zwei der 90 Gi^- 
Funkte tragen ; es giebt 180 
solche 7i,- Geraden ; durch je- 
den Gi^'Punkt gehen deren 
vier. 

Von den Dreieckpaaren 

All Aa Ag I Fl Ag As 



Auf jeder der 45 y- Gera- 
den schneiden sich vier Paar 
von den 90 goi- Geraden ; es 
giebt 180 solche Schnittpunk- 
te Zoi ; auf jeder goi- Geraden 
liegen deren vier. 



L3- / AiBi."ni,-/ PBi°ri- / 



sind nämlich die zwei ersten bezüglich S"' ™, die zwei letzteren 
bezüglich 2^' "^ perspectiv, daher schneiden sich 



AA ^^ — ou^ A A ^ — a V 



IV 

IV 



AA ^ — « ^ 



m 



(«,'^0.=(34, 56), 
(V^«x^).=(ö6, 12). 
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nA„"=7ti 



VI 



^21 



3l 



(VA =(5 6, 12)\ 
(«»'^ = (34, 5 6)', 



»69 



» 



AA ^^ — a 

Ag As, 
und 

A,P.i = a,/, 

A8Pi^ = a3/, 

Aj Ag, 
ferner 

^1 All ~ ^ii > 
BjCi, 
endlich 

Bini>^=bi,^ PBi°=pi« 
Cini^=ci.^ prii°^=Pi«^ 

Bi Gl, Bi,^ rii^i 

und die drei' Punkte liegen jedesmal in einer Geraden. 
Geht man ferner von den Dreieckpaaren 

IV« ^ 1 p'ajag \ ai^biCi \ Tr^bjCi 

aaßi"rx°^ j pßi^Ti^ 



BIIT« ] 



ni 



(bx'aA=(56, 14). 
(Ci'a,«). = 32, 66). 
Y. 



56> 



(b,'^p»). = (3 2, 56)'. 
(C»^p«). = (56, 14/. 
Y, 



66« 



«1 «« «« 



«1 a»^ a«^ 



} 



7t a,^ ag^ 



} 



} 
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aus, von welchen die zwei ersten und die zwei letzten in Bezug 
auf ^^' ™, bezw. <f^» ^ als Collineationsaxen perspectiv sind, so 
liegen die Punkte 





o, a,''=A;^. 


a,ag'=Ai^ in der Geraden A,^Ai^ 




o, a,''=A,^ 


a,a,^'=Ai" 


A,"^Ax^' 


und 


*»«8» 


a,^a8"=(13,2 4) > 


Ys« 




a«P'-Aa', 


7caJ=U^ 


As' U" 




a»P'=A,^ 


7tas^'=n" > 


A,' U" 




«»«8, 


aja,"=(13,2 4) > 


Yböi 


so wie 


die Punkte 








bia,' = Bj', 


axßx" = Aj« 


Bx' A,'' 




c,a,'=CA 


aiYi'"=Ai™ 


Gl' Aj™ 


und 


bjCi, 


ßi"Ti™-(13.24) » 


Ys« 




b,«^=BA 


pß," = P« 


B^ivpn 




c,^^=C,'v, 


PY,'n = P™ 


C^iv pni 




b^Ci, 


ßi"ri°'-(13,24) > 


Yss» 



und jedesmal schneiden sich die drei Geraden in einem Punkte. 

14. Die oV, iV-Pnnkte und die 0^9 iV-Geraden. 

58. Zu den V^onfigurationen [Vv], [Vv]i der PAScAL'schen Gera- 
den und KiRKMAN'schen Punkte, so wie zu den Vj -Geraden und Vj- 
Punkten kann man neue Configurationen [oV ov], [jV ^v] ableiten, 
die in gewissem Sinne mit jenen in der Beziehung der Correlation 
stehen, indem den PASCAL'schen und v^-Geraden die oV und ^V- 
Punkte, den KiRKMAN'schen und Vj-Punkten die oV und jV-Geraden 
gegenübergestellt werden können, so dass die neuen Sätze, die wir 
ableiten, aus den schon bekannten auch dadurch folgen, dass man 
in ihnen die angegebenen Verlauschungen macht. 

Auf der CAYLEv'schen Geraden p liegen: der SxEiNER'sche 
Punkt n, die KiRKMAN'schen Punkte P^ P^\ P™ und die Veronese'- 
schen Punkte Pi\ Pj", Pi^^. Zu diesen Punkten bestimmen wir 
noch drei neue Punkte oP^ oP^S oP"^ aus den Relationen 

(P^ Pj^ oP' H) = (P" Pj" oP" H) = (P™ Pi°^ oP™ H) = — t 
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Auf jeder CAVLEY'schen Geraden giebt es drei derartige Punkte ; 
die Anzahl derselben ist daher 60, und sie sollen allgemein mit oV 
bezeichnet und den PAscAL'sche Geraden zugeordnet werden. So 
sind z. B. die aut aj, a,,, a, liegenden Punkte oAi^^, oAg^, oA,^ 
durch die Gleichungen 

(Ai Aj, oAi A.i) = (A2 Agj oAji Aj) = (Aj Aj^ 0A3 A8)= l 
definirt. 

Man erhält also ein zu den Vierecken (Fig. 10) 

yii, ^I=FA,^^A2^A3^^ Vi«' ™ = [FAi'^A2^A8^]„ 

gn, III = n Ai A« As 

analoges Viereck oV°, ™ = o[P^ Aj^^ Ag^ Aj^], dessen Eckpunkte 
ebenfalls auf den Geraden p a^ a^ aj liegen. 

Indem die Eckpunkte der zwei ersten Vierecke durch die 
Eckpunkte der zwei letzteren harmonisch getrennt sind, und die 
sechs Seiten der ersten drei Vierecke durch die sechs Eckpunkte 
des Vierseits Y^' ™=Yi2 Y84 Yß« Y^a Y'84 Y\q gehen, so werden 
auch die sechs Seiten des Vierecks oV°' ™ durch die Eckpunkte 
von Y°' ™ gehen. 

Die durch Y^ gehenden 

Al Ä2 — gon I ^1 ^2 I 1 — 601> Äi üa — ^' 

Geraden, tragen noch die Punkte B^.^^T^,"^, Bb'^s"", B, Cg, welche 
auf den sich in S'^* ^ = (7^ ag ßg y^) schneidenden Geraden ßj, ^8 
liegen ; daher werden auch die durch 

(Bs" Bsi" oBs" Bs) = (Fg"^ Tsj"^ orj"^ Cg) = — 1 

bestimmten Punkte oBj" oFs"^ auf der Geraden o| Aj^ Ag^ | liegen. 

Die vier den in der Geraden og=o | Ai^^ Aa^ Bs" Ts™ | lie- 
genden oV-Punkten zugeordneten PAscAL'schen Geraden aj^^, ag^, 
ßs"i Ts™ schneiden sich aber in dem PASCAL'schen Punkte G = 
(3 5, 4 6); daher haben wir: 

Vier sieb in einem Pascal'äcäö/? Punkte schneidenden 
PAscAL^schen Geraden sind vier in einer Geraden liegend^ 
oV-Pankte zugeordnet 

Oder: 
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Die 60 oV-Punkte liegen 
zu vieren in 45 og- Geraden, 

welche darcb die 46 Y- 
Funkte geben. 



Die 60 FAscAiJscben Ge- 
raden schneiden sieb zu 
vieren in den 45 PxsQkiJscben 
G-Funkten, welche aut den 
45 y- Geraden liegen. 
Diese og Geraden ordnen wir den G-Punkten zu. 
Da auf jeder der 45 og-Geraden vier von den 60 oV- 
Punkten liegen, so geben durch jeden oV-Funkt drei og-Gera- 
den, so wie auf jeder PAScAL'schen Geraden drei PAscAL'sche Punkte 
liegen. 

Die vier Seiten und sechs Eckpunkte des Vierseits v°' ™= 
p^ a/"^ aa^ 83^^ sind PAscAL^sche Geraden und PAScAL'sche Punkte. 
Diesen sind die vier Eckpunkte und seciis Seiten des Viereckes 

^yn, m ^ ^^pi ß^w ß^y ^3^] 

zugeordnet, welche oV-Punkte und og-Geraden sind. Das Viereck 
yH, ni jg^ jenem Vierseit umschrieben, das Vierseit Y^'^ ^ ist diesem 
oV°' ™ Viereck einbeschrieben. 

59. Wir definiren die o^c^-Gerade wie folgt: (7t^^7ri^o7^^<j''' ^)=-l. 

Da 

so werden die Punkte oAi^^, oBi'^, oC^^^ der Geraden ai, bj, Ci 
auf 0^^^ liegen. Es schneiden sich aber die drei den oAi^^, oBi^, oV^ 
Punkten zugeordneten PAscAL'schen Geraden sl^^, bj^^, c^^^ in dem 
KiRKMAN'schen Punkte ff^, welcher auf der CAVLEv'schen Geraden 
TC liegt. Daher: 

Den drei in einem KiRjauAf^'scben Funkte einer Cavley'- 
schen Geraden sich schneidenden PAscAh'schen Geraden sind 
drei oV-Funkte zugeordnet, welche in einer durch den der 
CAYLEY'schen Geraden zugeordneten STEiNER'ÄCÄe/2 Funkt ge- 
benden Geraden liegen, 

Oder: 

Die 60 oV'Funkte liegen zu dreien in 60 qV- Geraden, 
welche zu dreien durch die 20 SxEiNER'Ä'CÄe/z Funkte gehen^ 
während die V- Funkte zu dreien auf den Cayley' sehen Ge- 
radeB liegen. 
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Die oV-Geraden sollen auf die bekannte Weise den oV-Punkten 
zugeordnet werden. 

Da die 60 oV-Punkte zu dreien auf den 60 oV-Geraden liegen, 
müssen durch jeden oV-Punkt drei oV-Gerade gehen. Ferner sind 
den 10 PAScAL'schen Geraden und 10 KiRKMAN'sehen Punkten einer 
DESARGUEs'schen Configuration 10 oV-Punkte und 10 ©v-Geraden zu- 
geordnet, die ebenfalls eine DESARouEs'sche Configuration bilden. Das 
heisst : Die ConfigursLtion o[Vy] der 60 o V-Pankten und 60 oV- Ge- 
raden spaltet sich in sechs DESAKOvEs'sche Conßgurationen, 

60. ich ziehe die Geraden 

ttVI — TTAV^ a^— Ä A^ /y^V— A A^^ a^— A P^ 
o7t — 1± 0^8 » 0*1 — «1 0-^2 } 0*2 — •*^2 0"i t 0*8 — »8 o*^ j 

welche den oH^^ ©Aj^ oA2^^, oAg^ Punkten einer og-Geraden zuge- 
ordnet sind. 

Aus den Vierecken 

nA A^P^ AA A^A^v 
A3 o"8 o*^ j "»1 •«*'2 0"2 0"l 

folgt, dass sich die Geraden 

o7I:^^ oOi'i und 0»!^ oOg^^ 

auf Y'i% schneiden, da Y12, Y\^ die ai, aa, und Y'ia, f\^ die p, a» 
Strahlen harmonisch trennen. 
Ferner ist 

n((34, 56/, o(^^^a3^) (34,56) S^^^ ™) Ä (A3/\As^ Ag^^S"^ °0 Ä 
(Ai,^ oAi^^ A,^^ S«^ ^) A ((3 4, 5 6), o(a/ «2'^) (3 4, 5 6) I«« ^"), 

also werden of^'ag'), oCa/^o^'^) von (3 4, 5 6), S^^' ™ harmonisch 
getrennt, da (34, 5 6/,, (3 4, 5 6), die letzteren Punktepaare har- 
monisch trennen. 

Ebenso bilden auch die Punkte 



ni 



o(ir^^ a,^) o(a2^ a«^) (1 2, 34) S«^ ^°; «(tc^ a^') «(a«^^ a,^^) (5 6, 1 2) S«^ 

harmonische Würfe auf f\^, f\^. Also: 

»Den vier in einer og-Gera- »Den vier in einem Pascal'- 
den liegenden oV-Punkten zuge- sehen G-Punkte sich schneiden- 
ordnete vier oV-Geraden schnei- den PAscAL'schen Geraden zuge- 
den sich nicht in einem Punkte. ordnete KiRKMAN'sche Punkte 
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Zwei ihrer Schniltpunkle oiG 
lieger in einer y-Geraden und 
werden von den S, G-Punkten 
dieser Geraden harmonisch ge- 
trennt«. 



liegen nicht in derselben Gera- 
den. Zwei Verbindungsgeraden, 
goi dieser Punkte gehen durch 
einen Y-Punkt, und werden von 
den a, og Strahlen dieses Punktes 
harmonisch getrennt«. 

[Der Satz rechts ist teils bekannt, teils evident, denn z. B. 

A,^ A,^ Ba," Tj/«, B,° Ts™ Ai,^^ A,/ werden von d^, ^ = 

I n Ai Bi Fl I , og = I Ai^^ Ag^ B3" Ts"^ I harmonisch getrennt]. 

Es giebt 90 derartige Punkte oiG, auf jeder y-Geraden zwei; 
welche den 90 goi-Geraden zugeordnet werden können. 

Die 90 oiG-Punkte liegen aber paarweise noch auf den 45 
og-Geraden, z. B. liegen 

o(7c^O, o(a3^p0 auf o I Ai^^A.^Bs^r«'"!. 

Zunächst sind die Dreiecke 11 As Ag^^, A^^ Ai^^ Ai bezüglich 
(1 2, 56) perspectiv, also liegt der Punkt F= (HA,, Aj^^ Aj^j auf y"j,. 

Ebenso kann man — was übrigens zum Beweise der autge- 
stellten Behauptung nicht nöthig ist — zeigen, dass sich von den 
übrigen Seitenpaaren der Vierecke V°' "^ S"* ™ 

P'Ai^, AjA» und A,^A3^^ HAj auf y"„ 

A A^ , Ag Ai » Aj Ai , 11 A2 * 7 84 
t Ag , Ai A2 * Aj A2 y 11 Aj * y 12 

schneiden, und diese Schnittpunktpaare S"» ™ von den Eckpunkten 
des Dreieckes A"' ™ harmonisch trennen. 
Ist ferner 

J = (y 12» 1 Aj Ag I ), H = (Ai A2» Aj, A2 , 1 Ai A2 I )i 
und projicirt man den Wurf (S"> ^^ J (34, 5 6) F) 

aus Yx2 auf a^, diesen 

» A2 * o I Aj A2 I , * 

A2 * a^, » 

Y34 > ag, » 

> n » y"i8, 

so wird 

(S"^ «^ J (3 4, 56) F) A (S«^ ^" oA,^^ A^,^ A,^^) A (oA.^ oA,^^ H Y^.) A 
(S"> ™ oA3^^ A,^ A3) A (2°' "^(^^0.(34, 56) F), 



9 
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woraus ersichtlich, dass die Punkte J o(^^^ä8^) coincidiren, d. h. die 
Gerade o | A^^^ A^ B3" Tj"^ | geht durch «(tc"''«,'), und dieser Punkt 



trennt Yi, von oAj^^ oAa^ harmonisch. 

AuJ dieselbe Weise kann raan wenn man von S^^^ ^, V^^' ^, 
S'^' ^ ausgeht, zeigen dass auch o(a8^^ p^) auf derselben Geraden liegt 
und Yia von oBj", o^t^^^ harmonisch trennt. 

Also: 



Auf jeder der 45 og-Geraden 
liegen ein Y, vier oV und zwei 
oiG-Punkle ; jeder oiG-Punkt 
wird von Y durch zwei oV- 
Punkte harmonisch getrennt. 

61. Die 90 oiG-Punkte liegen 
zu dreien in den 60 oV-Geraden 
und zu dreien noch in anderen 
60 Geraden iV, so dass durch 
jeden oi^-Punkt zwei oV und 
zwei iV-Geraden gehen. 



Aus jedem G-Punkt strahlen 
aus : eine y, vier PAscAL'sehe, 
zwei goi-Geraden ; jede goi-Gera- 
de, wird von y durch zwei Pas- 
CAL'sche Geraden harmonisch 
getrennt (42). 

Die 90 goi-Geraden gehen 
zu dreien durch die 60 Ktrk- 
MAN'schen und zu dreien durch 
die 60 Vi-Punkte so, dass auf 
jeder goi-Geraden zwei Kirkman'- 
sche und zwei Vj-Punkte liegen 
(Tabelle V). 

Die Gerade o^''=n oA^^^ oBi'^ oCi'^ wird von 

Api ^ I r> pii o n p piii ^ III 
1 0^ — 0*1 » -Dl 0*^ — oPi > -"-i o*^ — oTi 

in den Punkten c(^^ai^), o(V^ßi")i o(tc^^Ti"0 geschnitten, also liegen 
diese Punkte auf o^^ und, so trägt jede der 60 o^-Geraden drei oi^- 
Punkte. 

Betrachtet mau aber, die bezüglich S"' "^ und den projiciren- 
den Strahlen ai, 82,83, perspectiven Dreiecke 

so sieht man, dass die drei Schnittpunkte o(bi"^Ci") der entspre- 
chenden Seitenpaare auf einer Geraden ,p^ liegen, die von oP^ ver- 
schieden ist, da durch o(bi"' Ci") von den 60 oV-Geraden nur die 
obi™, oCi" Geraden gehen. 

Von diesen 60 oV-Geraden kann man 60-mal solche perspective 
Dreieckpaare, wie o(bi"^ b^^^ bg"^), o(Ci"c2"c3") herausgreifen, und 
man erhält daher 60 Collineationsaxen ^v. So geben z. B. die per- 
spectiven Dreieckpaare 
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o(b»°'r.°'rn\ «(b,'°Y."Y.°')\ o(b,'°Y.'°Y.'°)\ 
o(Cx" ß,«^ ß,") / o(c,« ß,° ß,") / o(c," ßi"^ ß,") / 

die Geraden la^'^, ^aj^, ^aj^^ als Collineationsaxen, und man sieht, dass 
von den o(bi™ ej") Punkten noch die ip\ xE^'^ ; bezw. ip\ la,'^ ; 
iP\ 1^8^ Geraden ausstrahlen. ^ 

62. Z)ie 60 iV'Creraden schneiden sich zu dreien in den 
20 friTEivER'schen Funkten, so wie die 60 Vi-Punkte zu dreien auf 
den 20 CAYLEv'schen Geraden liegen. 
. Von den Dreiecken 

o(A," A," A3") = o(e," c," C3"), o(A,"^ A,"^ A,"^) = o(bi"^ b»«^ b,"^ 

o[pi Ka Dj j = q(^^ a2 ag ), 0(^1 v^a ^8 ) — o(äi flj Äj ) 

sind nämlich 

das 1-te mit dem 2-ten bezüglich S"» "\ ^p^; 

» 2-te » 1 3-ten » oP'"oP"'; 

» 3-te » » 4-ten » oP',<i"' ™; 

» 4-te » » 1-ten » oP", op" 

perspectiv, und die Collineationsmittelpunkle liegen in p, daher geht 

ip' durch P. 

Die 60 iV' Geraden schneiden sich zu dreien in 60 ^V- 
Pankten, die zu dreien auf den Cwj^v'schen Geraden liegen, 
und bilden eine Conßguration ifVvJ^ wie [Vv], o[Vv], [VvJi. 
Die Dreiecke 

o(A,^^ A,^ A3^), o[(«/^0 K^«,^^) K^a2'^)] = 
,(12, 34) ,(5ß, 12) ,(34, 66), A, A, A3 

sind nämlich, da ihre Seilen durch Y^^, ¥,4, Y12 gehen, perspectiv; 
daher liegen die Collineationsmittelpunkte in derselben p-Geraden, 
webhe schon durch die Dreiecke 

Al^A2^A3^^ (12, 84) (56, 12) (34, 5 6), AxA,A3 

bestimmt ist.^ Daraus folgt, da3s sich die Geraden 

^ Sind zwei Dreiecke M^ M^ M3, \J^ Ü2 Ü3 bezüglich 0, als Col- 
lineationsmittelpankt und Axe perspectiv, und ist 

M', = (M, Ü3. M3 ü,), M', = (M3 U„ M, ü,), M'3 = (Mj ü,. M, Uj), 

80 werden sich wegen der perspectiven Dreiecke 

6 
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in dem Punkte iP^ von p schneiden. 

Auf dieselbe Weise kann man schliessen, dass die Schnitt- 
punkte ,P", iF" der Geraden ^^,'\^p^\^h''^hezw.,y^'\,y,''\,y,''' 
auch auf p liegen. 

63. Die iV-Punkte auf den CAVLEY'schen Geraden lassen sich 
einfach aus den S-, oV-Punkten und den PASCAL'schen Punkten 
construiren. 

Die auf Y\^ liegenden harmonischen Punkte 

,(3 4, 12)', ,(34, 12), S"' '", (34, 12) werden nämlich 

aus n durch die harmonischen Strahlen o^^ i?^^ p ^^^ projicirt, 
welche a^ in den harmonischen Punkten ©Ai^^ lAj^^ S"^ "^ Aj^^ 
schneiden. Daher kann ^A^^^ und ebenso iP^ iBj™, iCi", . . . wie 



die Geraden 



Ml üa Ü3 M, Ü3 Ui M3 üi üa 

üi Ma M3 Ua M3 Mj Ü3 M^ Mj 



Ma M3, üa Ü3, M'a ^'3 i^ dem Punkte 0^ 
M3 Ml, U3 üi, M'3 M'i > > » Oa 

Ml Ma, üi üa, M'i M', t » t O3 

der Geraden o = | Oi O2 O3 | schneiden. 

Daher ist das Dreieck M'i M'a M'g mit den zwei angenommenen 
Dreiecken Mi Mg M3, üi Ua Ü3 bezüglich perspectiv, und die Colli- 
neationsmittelpunkte M, Um liegen mit in einer Geraden r= |0 M Um |. 

Hält man das Dreieck üi üa Ü3 und 0, 0, Oi Oa O3 fest, verändert 
aber das Dreieck Mi Ma M3, so bleibt die r-Gerade unverändert. 

Ist nämlich Ni Na N3 ein anderes, mit üi üa Ü3 bezüglich 0, 
perspectives Dreieck, mit denselben Schnittpunkten O,, 0,, 0« der 
entsprechenden Seiten, and ist ' 

N'i=(N,Ü3, N3U,), N',=(N3Ü„ N1Ü3), N'3. = (N,Ü„ N,UO, 

80 liegen diese Punkte auf den Geraden OM'i, M'a- M'3, und die 
Collineationsmittelpunkte 0, um, ün, so wie 0, N, ün der bezüglich 
o = I Ol Oa Oa I perspectiven Dreieck«^ ... 

M'i M'a M'3 Ni Na N3 •• 
N'i N'a N'3 N'i/N'a N'3 

üi üa Ü3 üi üa Ü3 

liegen in derselben Geraden r == | M N um ün 
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sämmtliche iV-Punkte auf Grund dieser Eigenschaft conslruirt werden, 
denn man hat 

(oV iBi'" 2'- '^ Bi™) = (oCi"iC,«2:'. "^ Ci") = — 1. 

' * 

Die Geraden F Ai^\ o | P'A^^^ | , | Bi^^C^^^ |, o | Bi"^Ci" | 
schneiden sich in Y\q, also gehen auch JP^Aj^^l, ,|Bi"^Ci"| durch 
denselben Punkt. Diese Geraden fallen aber nicht zusammen, son- 
dern trennen og = o | P'A/^Bi'"Ci" | , <j^> ^^ = |n Ai Bj T, \ haF; 
monisch. Aus % .v 

folgt nämlich, da die ersten und zweiten der entsprechenden Strahlen 
in ogi bezw. a^» ^' fallen, und die dritten der entsprechenden Strahlen 
ogi ^^' ^ harmonisch trennen, dass auch die vierten entsprechenden 
Strahlen, d. h. JF A^^^ | , .jBi^^Ci" | die og, (^^^ ""' harmonisch 
trennen werden. Da nun durch jeden der 45 Y-Punkte zwei solche 
Geraden, die zwei jV-Punkte tragen, gehen, so ist ihre Anzahl 90. 
Sie sollen mit jgg» oder auch mit lag, 13g' bezeichnet werden. Also : 
Die 60 jV-Punkte liegen 1 Die 60 Vi-Geraden schnei- 



paarweise mit den Y-Punkten 
in 90 lag-Geraden, die zu dreien 
durch die iV-Punkte und paar- 
weise durch die Y-Punkte ge- 
hen und die og, <J-Geradeu har- 
monisch trennen. 



den sich paarweise in 90 G^- 
Punkten, die zu dreien auf dön 
V, -Geraden und paarweise auf 
den y- Geraden liegen und die 
G, S-Punkte harmonisch tren- 
nen. (55.) 



64. Den iP'-Punkt (wie auch sämmtliche iV-Punkte) kann man 
nicht blos aus der Relation 

(oFiFS"' "^P^) = — 1 1) 

sondern auch aus 

(iF II oP S"' "') =— 1 2) 

construiren. Denn die auf y"5e liegenden harmonischen Punkte 

werden aus A2 durch die harmonischen Strahlen jÄg^^ g^> ^^ qOl^^ ag 
projicirt, welche ag in den harmonischen Punkten ^k^^ k^ oAg^^S"»"^ 
schneiden, daher ist auch 

(,F n oF S"^ "^) = (iA3^ A3 oAg^^ S°' ^") = -l. 

6* 
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Wir fanden weiter oben, dass 

(o7t^ ^n" p 7t";=-l, Go," «I'' " o<' a,) = -l; 

also wird auch fär die durch den SxEiNER'schen Punkt P gehenden 

Strahlen 

(oP\p'irp') = -l 3.) 

(,p'(j". ™ oP'^t)=-l . . .4.) 

welche den obigen Gleichungen 1.), 2.) für auf p liegende Punkte 
correspondiren. 

Die Gleichungen 3.), 4.) kann man aber auch mit 

(P'PiinoP') = — 1 3') 

(p^i jn, ni pt n) = — . . .4') 

und die 1.), 2.) mit den aus 

A, (P' Pi' n oF) = (a'i a^.' a^- ™ „a',)= -1 
A,(P,'S". ™Fn)=(a,>iai'ff"' ™) = — 1. 
sich ergebenden 

(P^Pl'«"' ™oP') = -l 1') 

. . (Pi'«p'<i"' "')=-! 2') 

vergleichen, und sagen: wenn man 
die KiRKMAN'schen Punkte mit den zugeordneten oV-Geraden 



» STEiNER'schen 

» SALMON'öchen 

» oV- 

» Vi- 



> 

» 



» CAYLEv'schen » 
» SxEiNER'schen » 
» PAScAL'schen » 

» Vi- 



vertauscht, so gehen die Gleichungen 1.); 2.), 3.), 4.) in 1'.), 2'.), 
3'.), 4'.) über. 

Aus den erhaltenen Gleichungen kann man noch schliessen, 
dass sowohl 

n S"^ "^ F oP'; Pi' il'' 
als auch 

n d". «^ p^ oP^ ; Pi^ iP^ 

die conjugirten Elemente einer Involution sind, denn 

GP^noP'2"' ™)=(Pi^s"> «^p^n)=— 1, 



und 



dp' TC oV''^'' "') = (P/ <^'' "'P' 7t) = --l. 
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Ferner folgt aus 1.) und 2.) 

(oP'S°. '«iP'F)=2, (oFS°' ™niP')=— 1, ' ; 
also ist 

(oP' S"' "• n P')=-2, und (oP' n S". «« P') = 3. 

Diese Gleichung zeigt, dass die Punktpaare oP', H ; 23°^ "^ P^ 
von einander nicht getrennt sind. Bezeichnet man mit [11 oP*], 
pii, III pij diejenige Theile von p, welche die Punkte 2"^^", F, 
bezw. n, ,P^ nicht enthalten, so fällt wegen (P' P^' 11 oP') = — 1 
und (oPi' P^ S"' "^ F)=— 1 der Punkt P^^ auf ffloP'] und ausser- 
halb [S"' "^ P^, der Punkt ^P^ auf [TP' ™ P^] und ausserhalb 
[n oF]. 

65. Für die Strahlen durch den Punkt Y^ hat man 

also ist Yi, Ai = o^' ^^ der Doppelstrahl, der durch 

Y A i^ Y Ä ^v . Y S"> I" Y 2*v» V 



III 



. bestimmten Involution. Da aber YijAi = (t^' ^^ o| A^^^ Ag^ Bj" Fj^ 
die zwei ersten Strahlen harmonisch trennen, so werden auch 
die zwei anderen dasselbe thun, d. h. 



Die durch einen Y-Punkt 
gehende SrEiNER'sche Gerade 
und og-^^erade, wird von zwei 
SALMON'schen Punkten harmo- 
nisch getrennt. 



Der auf einer y-iKeraden lie- 
gende SALMON^sche und Pascal'- 
sche (G) Punkt wird von zwei 
SxEiNER'schen Geraden harmo- 
nisch getrennt. 



Der Satz rechts ist evident, da S"» "S (3 4, 5 6), F, E (Fig. 
10) harmonische Punkte sind. Oder: 



Je zwei SALMON'sche Punkte 
mit verschiedenem Zeiger wer- 
den von einer og und einer 
SxEiNER'schen Geraden harmo- 
nisch getrennt. 

Da die Geraden 



Je zwei SxEiNER'sche Ge- 
raden mit verschiedenem Zeiger 
werden von einem G und einem 
SALMON'schen Punkt harmonisch 
getrennt. 



o^' '^ = I Ai AjBsCs I 6s pg= Q I A^'^ Aa^ B,^^ r, 
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sowohl die Punkte 2°' ™, S^» ^, als auch die Geraden goi = 
lAi^^A^^Ba.^ro/^l, g'oi = | V^A^/Ba^^Ta^^l harmonisch trennen, 
so bilden die Geradenpaare 



qI, VI o- Y E"^ ™ ff • Y S^v, V j,' 



Ol 



eine Involution und werden durch dasselbe Geradenpaar harmonisch 
getrennt. 

Ebenso werden die Punktepaare 

S"^ "^ G = (34, 56); E = (y'\, o^^ ^^), oiG = .(34, 56); 

F = (y"ia o^^' ^), oiG = ,(34, 5 6)' 

eine Involution bilden und durch dasselbe Punktepaar harmonisch 
getrennt. 

Wir unterbrechen hier die weitere Untersuchung dieser Ver- 
hältnisse, um sie später vieder aufzunehmen, und kehren zu den 
oiG-Punkten und jjg-Geraden zurück. 

66. Darch Jeden der 45 Y- Punkte geben vier oj- Gerade, 
die je zwei der 90 oiG-Punkte tragen; es giebt 180 solche 
oj' Geraden; durch Jeden oiG-Funkt gehen vier. 

Auf Jeder der 45 y-Geraden schneiden sich vier Paar 
der 90 ^tg- Geraden ; es giebt 180 solche Schnittpunkte i^L, 
auf Jede ^g- Gerade liegen vier. (Dual zu den Sätzen in 57.) 

Von den Dreiecken 

oAj Aq Ag 1 oP A2 Ag \ oAi Hl dl I qÜ D| Cii I 

AÄ V A VI ( TT A V A ( A "R n P m ( p •du P ^" f 

sind nämlich die zwei ersten Paare bezüglich S"' "^ die zwei letz- 
teren bezüglich S^^ ^^ perspectiv, daher werden von den Schnittpunk- 
ten der Geraden 

a o"i — 0*2 > "-1 0^2 — 0*1 > ■'^•s o"i — 0*3 » . . . 

die Schnittpunktpaare 
0(^2^^ a/), o(a8^^ai^0; o(a2^Tc^), o(a8^0; o(b/aA o(Ci^a,"^); 

mit dem Punkte 

ji-öe^^CAa A3, 0^2 0A3 j = (lji'->«i» JBi ol-i ) 
je in einer ©il-Geraden liegen. 
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Geht man aber von den bezüglich o"' ™ und d^» ^ perspec- 
tiven Dreieckpaaren 



i^i 



IV 



«1 lOa"^ las"^ 



«2 «s \ 
/ 



1 



aus und bedenkt, dass 

ist, so findet man, dass sich die isS'^^^^^^^^^i^P^^^^ 



AIV A V I 



A3^\A/^ 



V A,"^ I ; J B,^^ P° I, J C^- P™ I 

auf Ybö schneiden. 

67. Wir wollen jetzt die Frage beantworten, wie sich die 
entsprechenden Schnittpunkte der og-Geradenpaare gegenüber den 
y-Geraden verhalten. 

Die Dreieckpaare 



ai 



oSi'^ Oj aj 


oa,^ Tc Ol 


0^2^^ ßl Yl 


0C2 . a2 as 


'1 0O2 o»3 


«2 oP' oHi'^ 


jj u in p II 


Tl 0«»''' 0«/ 




oßi" P a, 


0«!^ b, Ci 






bi 0^^^ 0«!^ 


ai oßx" oTi"^ 





sind bezüglich - 

a"^ "^ = PAiA2A3, a^' ^' = nAiBxri, o^ ^^ = Bj C^ A« A^ 
perspectiv, und so schneiden sich, da 



IV 



„ q ±Y — A IV 



• • • 1 



^ j|IV_ AIV ^ nV__ AV 

*2 0<*l — 0^*2 J *1 oa2 — 0«»1 1 

ist, die Geraden 

o| Ai Aj |, o| Ai A3 |, Ybö 5 o| AI A2 |) o| Aj A2 |i y 56 j 

B VI A 111 1 I -n VI A II I v' • I A " r '^^i I A " r V I v" • 
^. 1 -'^2 h o|Ax A2 I? y B6 » o| ^2 ■'•1 h o| -^8 ■'■1 h J B6 > 

I pii o IV I I A " R M v" • I R ^ A " I I n ^ A "M V 

in je einem Punkte. Dies können wir auch so aussdrücken : von 
den sechs og-Geraden 

I n^U/A,^^A3^ I , o I n^ Ai^' A2^ A3^^ hol B/^VA2"'A3«|, 
o I B/ Pi^^ A," A3"^ I, o I P" Ai"^ Bi^^ Gi^ 1 , I P"^ Ai" Bi' Ci^ 

schneiden sich 



IV 
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die 1-te und 2-te in yge und y\^ 

die 3-te und 4-te in y'^« und y"5e 

' die 6-te und 6-te in /\e und y^e ; 

dai aber die YinY'heY^fi Geraden einen gemeinsamen Punkt Dgg 
haben (45.), so gehen auch alle sechs ogGeraden durch denselben 
Dje-Punkt. 

Diese sechs og-Geraden sind den sechs auf 56 liegenden Pas- 
cAL'schen Punkten 

(34,^ 56) (12, 56) (24, 56) (13, 56) (23, 56) (14, 56) 
zugeprdnet, folglich haben wir den Satz : ' 



Die 45 og- Geraden, aut de- 
nen die 60 oV-Punkte zu vieren 
liegen, gehen zu sechsen durch 
die 15 Diagonal punkte der 15 
y-Vierecke. 



Die 45 PAscAL'schen Punkte G, 
in denen sich die 60 Pascal'- 
schen Geraden zu vieren schnei- 

> 

den, liegen zu sechsen auf den 
15 Diagonalen der 15 Y- Vier- 
seiten. 

''' Da durch jeden der 15 D-Punkte sechs von den 45 og-Geraden 
gehen, sp liegen auf jeden der og-Geraden zwei D-Punkte. So liegen 
z. B. auf 

olIP^Ai^Aa^^Aa^l die Punkte D^« Dg, 
oin^VAs^'Ai^^l . > D^e Dia 

o| 11 Ag Aj Ag » » Dg4 i^öß, 

und daher bilden diese Geraden die Seiten des Diagonaldreieckes 
D"^ '" = Di2D34Dße von y"^ "\ Also: 



Die 45 PAscAL'schen Punkte 
G sind die Diagonalpunkte der 
15 y-Vierseiten, d. h. die Eck- 
punkte der 15 A-Dreiecke. 

Dreieckes als og-Geraden liegen 



• . Die -45 -og-Geraden sind die 
Diagonalen der 15 y-Vierecke, 
d. h. .die Seiten fJer 15 D-. 
Dreiecke. 

Auf den Seiten des D^'^ "' 
die oiG-Punkte, nämlich: 

(obi oCl iP i^l )j (oßl oYl 1«*2 

auf Di2D8, = o|ff^Ai^A2^^A3^ 

0^2 iP 1^2 )» (oßa 0T2 1^3 

auf D5eDi2 = o|n^Aa^A3^^Ai^^|, 

™ 0^8 iP 18-8 )j (oßs oTs 1^1 1^2 ) 

M D84DBe = o|n^'A3^Ai^A, 



m « V 



a,'') 



1"8 



/ um p n 



m j, VI Q IV 



l»! 



) 



IV 
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daher ist D"' ^^ das Diagonaldreieck des Vierseits ^v"' ™ = 
i[P^ ^i^"^ ^2^ 83^^], und da jv"» "^ zugleich dem y"» ™ einbeschriebeu 
ist, so sind die harmonischen Polaren der Eckpunkte des Viereckes 
yii, m bezüglich des Diagonaidreiecks D"' "^ die Seiten des Vier- 
seits jv"' ^". Daher: 

Die 60 iV- Geraden spalten sieb in 15 ^v- Vierseite, 
welche den 15, y- Vierecken einbescbrieben sind und mit 
ibnen gemeinsame Diagonaldreiecke D haben. (Dual zu dem 
Satz in 38.) 

68. Wir wollen jetz zeigen, dags in der Configuration eine zur 
9. Figur correlalive Figur steckt. 

Die entsprechenden Seiten der bezüglich d^^' "^ perspectiven 
Dreiecke (Fig. 12.) 

. o(ai^^aJa3^^)^/3 6, 4 6) ,(18, 2 4) ,(15, 2 6), a.a^a, . . 

schneiden sich in A^, Ag, Ag; die Verbindungsgeraden der entspechen- 
den Eckpunkte sind y^ai Ysei Ys*? ^i^ sich in einem Eckpunkt von 
yii, m schneiden. 

Es ist • 

(o^i ^a) ^= oAg , (oai «3) = 0A3 , (082 *8/ ^^ 0A3 , 
(o^i ^1) = 0^1 j (o^s 0^1) = 0^1 » (083 ^8/ ^^ o-Ä-a , 

und 

o| Aj JXi — ^84^56) oj Äj Ag j — 1^56 i-'iS) ol '**3 •'*-2 I — ^H ^ZA 

sind die Seiten von D"» "^ 

Dieses Dreieck ist mit o(ai^^ »2^ ^^s^^) bezügUch tc, mit a^ajag 
bezüglich oP^ und des gemeinsamen Collineationsmittelpunktes (Via/ 
7841 y^e) perspectiv; die entsprechenden Seiten schneiden sich in 

niv Tjy TTVi . AI A ^ A ^ 

Die vier Paar Dreiecke in welche sich die Vierseite 

,v^ "^ = o(p' ai'^ aa^ a,^^), s"' "^ = (710, a, ^) 

spalten, sind mit einander bezüglich der vier Eckpunkte des 
Viereckes y"> "'=yi2 734750 y'i2y'34 y'ee perspectiv; die Seiten der- 
selben sind die projicirenden Strahlen. 

Wir haben nun (ür jp\ p', pi'; jaj'^ a^^^, ai,'^ etc. die Re- 
lationen 
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iiP' o"' "^ oP^ Tc) = Oi^^ cj"' "^ oax^^ aO= . . . =-1 
(iP^ oP^ Tc p^) = Ga,^^ oa/^ a, a,^^) =...=_! 
(Pi^ Tc p^ Tc"^ ^°) = (ai,^ ai ai^^ o^^^ "^) = . . . =—1. 

Die Vierseite 

v"> ™=(p^ai^^a,^a3^\ v^"^ '°=(p'ai^^aa^a3^a. 

,v", "^=,(p^ai^^a/a3^) 

sind so, wie ov"' ^^, s"' "\ dem Viereck y"» ™ einbeschrieben, und 
iv"' ™, y"> "^ haben das gemeinsame Diagonaldreieck D°' "^ 

Die auf den Seiten von y"' ™ liegenden Eckpunkte jener Vier- 
seite sind PASCAL'sche, SALMON'sche, oiG-> Gja-Punkte. 

Ebenso findet man eine correlative Figur zu Figur 8. 

Die perspectiven Dreiecke (Fig. 11) 

/ A II A II A n\ _ /p II p II p II\ / A III A III A III\ — (U III K III k III\ 

haben die entsprechenden Eckpunkte aut aj aj ag ; die entsprechen- 
den Seiten ihre Schnittpunkte auf ip^. 

Die og-tieradenpaare o | Ai"Aj^" | , o | Aj"Ai"' | schneiden 
sich in den Eckpunkten des Dreieckes D"' "^ = D,2D84D5e, welches 
mit den zwei oberen bezüglich ip^ und der auf p liegenden Punk- 
te oP"\ oP" perspectiv ist. 

Die vier Dreiecke, in welche sich die Vierecke 

rpn A " Ä ^i A ^^ rP"i A "i A i" A "^1 
oL^ -^1 ^2 ^3 J» oL^ ^1 -"2 -^3 J 

spalten, sind bezüglich der Seiten des Vierseits iv"' '" = ,[p^ ^i"^ ^2^ 83^'] 
ebenfalls perspectiv. 

Das Viereck y"» "^ ist dem Vierseit jv"» "^ umschrieben, und 
beide habe ein gemeinsames Diagonaldreieck D"' "^ dessen Eckpunkte 
au8 S"» "^=(p 81 aa ag) durch die Geraden Y'n y%4 Y^a projicirt werden. 

69. Zu den Sätzen in 31 und 32 lassen sich leicht correlative 
Sätze finden. Die Seiten der Vierseite 

,,ii, III __ r^ij, IV« Vo vn Y"* "i — Y Y Y Y' Y' Y' 
1* — iLP «1 «2 «3 j, I ' — ^12 ^34 ^B6 -"^ 12 ^^ 34 * B6 

gehen nämlich durch die Punkte P, Ai, Aj, Aj der Geraden o"» "^ und 
ihre Diagonaldreiecke D"^ "\ A"> "^ sind (45.) bezüglich S"> "\ a"^ "^ 
perspectiv, daher sind auch jene Vierseite perspectiv. Also: 

Die 15 ^v- Vierseite liegen mit den 15 Y- Vierseiten be- 
züglich der zugeordneten ll-Pankte und (s- Geraden perspectiv. 
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Oder: 

Jede der 90 Verbindungsgeraden der Ii-Pankte und 
der Eckpunkte der zugeordneten Y- Vierseite trägt eine der 
90 oiG'Punkte. 

Ferner sind die Eckpunkte und Seilen der Dreiecke 



Ijn, m^ 1)1X1, i^ £)i, II. j)v, vi^ Dvi, iv^ ß 



IV, V . 



1^66^84^1« — o| AA Aj A2 Ag |, AA Ay Ag Aj |, o| AJ. A3 Aj A^ 

Du D« D.« = o' n'^B,"B/'B/|. o| n^B,»B,'^B,"|, o| n"B,°B/B," 

Dn n I TTiv "p III r VI r V urv r m r !▼ r vi 1 nvi r m r v r iv 
23 ^16 *^4B — ■"• J-l ^2 -»^3 ? o|Al I2 ^3 ^1 hoAA ±8 J-il2 

D5eDi4DM=o|P'A,»^B,'"C,»|, o|P" Bi'^C'A «I, „| P" C/^ A^« B,' 

Dn n — I pi Ä V ü iii p II I pii R V p i A in I piii r V A II R I 

Dn T) — I Pi A VI D iii p II I I piii ü VI p I A HI I I piii p VI A h R i| 
12 ^86 *-'46 — Ol ^ "^3 ^3 ^8 h o] ' ^g \j^ /lg |» o| I^ ^8 ^8 "ö r 

Die ersten drei und die anderen drei Dreiecke sind bezüglich 
der gemeinsamen Collinealionsaxen 

TT = o I ff"" IT n^^ I , bezw. p = o I P' P" P"' I 
und den Coliineationsmittelpunkten 

perspectiv. Jene Dreiecke sind aber die Diagonaldreiecke von den 
Vierseiten 

, v"^ "^ = ,[p^ a,^^ a2^ ag^T ] ' , v^> ^ = .[tu^^ a/ ß," Yi"^] 
, yni, I = jpii b,^^ b2^ bg^^] [ y'^ ^^ = . K «2^ ß«" r2"T 

,v^^ " =,[p"^Ci^^C2^C3^T j xv^^^ ^=.[^^'a8^ß8"r8"T j, 

deren Seiten sich in den Punkten 

P iff^ JT" l^^^ n iP^ iP" iP^° 

von 7c, bezw. p schneiden, also sind auch die drei ersten Vierseite 
bezüglich tc und oP^ oP", oP^", die drei letzteren bezüglich p und 
oW, oH^, oH^' perspectiv. 

Mit Rücksicht auf § 47 haben wir nun : »Aus den 15 jV- Vier- 
seiten, D-Dreiecken und y- Vierecken kann man 20-mal drei heraus- 
greifen, die bezüglich der 20 CAYLEY'schen Geraden als CoUineation- 
saxen paarweise perspectiv liegen ; die 60 CoUineationsmittelpunkte 
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sind die 60 oV-Punkte. Drei Collinealionsmittelpunkte, welche zu 
drei bezüglicli derselben CAYLEv'schen (teraden als Collineationsaxe 
perspectiven Gebilden gehören, liegen in der Gegengeraden der 
CAYLEv'schen Geraden«. 

15. Die Veronese^sclieii. tri-Oeraden und Vi-Pnnkte. 

70. Wir wissen aus dem Obigen, dass sich die 60 v^-Geraden 
paarweise in 90 Gig-Punkten schneiden, so dass auf jeder Vi-Gera- 
den drei G^^ -Punkte liegen. 

Die 90 Gia-Punkte liegen aber zu dreien ausser auf den 60* 
Vj-Geraden noch auf 60 anderen Geraden. 

Die Dreiecke 

(Ai« A," A,^\ = (c," c," C3"). , (Ai"^ A,"^ Ar\ = (b^"^ b,"^ h,^^\ 

deren Eckpunkte die durch S^^> ™ gehende Geraden a^ aj, 83 tra- 
gen, sind nämlich perspectiv, daher schneiden sich die entsprechen- 
den Seiten in den Punkten 

(ci"bj™),=(14, 23)., (c,»b,'«).=(16, 25\, (c3nb,"'). = (3 6, 45j, 

einer (üeraden p,', die von p^' verschieden ist, da pi' die Punkte 

(p' a,"), = (1 4, 2 3)', , (p' a/). = (1 6, 2 6)'., (p' a,^'). = (3 6, 4 6)', 

trägt, welche mit jenen Punkten paarweise auf den Geraden y'^g, 
y's^/y'n liegen, aber von einander durch S^^ ^^ uud (14, 2 3), 
(16, 2 5), (3 6, 4 5) harmonisch getrennt sind. 

Aus den 60 Vi- Geraden kann man 60 perspective Dreieckpaare 
herausgreifen und erhält 60 Collineationsaxen wie pa^; sie sollen 
allgemein mit Vg bezeichnet werden. 

Vergleicht man die perspectiven Dreiecke 

• ( A,"^ A3"^ F"). = iW' Y2"^ Ysn, (A2" A3" P"), = (c," ß," ß3"),, 
so findet man, dass sich ihre entsprechenden Seiten in den Punkten 
(bx'"Ci«X = (14, 3 2)., (r.°'ßA=(15, 26)'.. (Y3"'ß,"X=(35, 46)'. 
der Geraden a^,'^ schneiden, da 

(ai'^p'X=(14, 3 2)'., (a,'^a,''X=(15, 2 6X, (ai^^a3'X=(3 5, 46X 
in aj," liegen. 
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Durch den Punkt G^j = (14, 3 2), gehen die Geraden bn"\ 
Clt"al,'^P2^ durch G\2 = (14, 3 2)\ die Geraden bi/", Ci/\ aj,^ p^^ 
und ebenso gehen durch jedes Punktepaar Gia, G',2 auf einer y- 
Geraden je zwei Vj-Gerade und zwei Vg-Gerade. Also : 

>Au{ jeder y-Geraden liegen zwei G^-Punkte, nämlich (ii^, 
G',2, durch welche je zwei v^-und zwei Va-Geraden gehen; diesen 
sind diejenigen PAscAL'schen Geraden zugeordnet, welche den auf 
der nämlichen y-Geraden liegenden PASCAL'schen Punkt G enthaltene. 

>Die 60 Vj Geraden schneiden sich zu dreien in den 20 Stei- 
NER'schen Punkten, u. z in denjenigen, in welchen sich die ihnen 
zugeordneten PASCAL'schen Geraden schneiden«. 

Von den Dreiecken 

^ (A," Aa" A3");= (c," C2" C3"),, (A,^^^ Ar Ar\ = (bi"^ b^"^ h,''% 
(B,"^ Ba- Br\ = (a;"^ a^"^ a^). , (G," C^" C,^), = (a," a«" a«"), 
sind nämlich: 

das 1-te mit dem 2-len bezüglich S"' "\ pg' 

das 2-te mit dem 3-ten * P^, pj"' 

das 3-te mit dem 4-ten » Pj, d^^' "^ 

das 4-te mit dem 1-ten » Pi", Pi^^ 

als Collineationsmittelpunkt und Axe perspectiv, und die Collinea- 
tionsmittelpunkte liegen in p, daher geht pa^ durch P. 

Da die Geraden p2\ Pi\ u, p^ d\a harmonischen Punkle 
(14, 3 2),, (14, 2 3)\, S^' ^S (14, 2 3) mit P verbinden, so ist 

(Pa'p/Tip^) = (Pi' P2' 71: p') =—1. 

71. So wie sich die &) Vi-Geraden zu dreien ausser in den 
20 SxEiNER'schen Punkten noch in 60 Vj-Punkfen schneiden, wer- 
den sich auch die 60 Vj-Geraden ausser in den 20 STEiNER'schen 
Punkten noch in 60 neuen Punkten schneiden, die wir mit Vg be- 
zeichnen und sowohl den KiRKMAN'schen, als auch den Vj-Punkten 
zuordnen. 

Die Vierecke 

( A,^ Aa^ A3^)„ (1 2, 3 4), (5 6, ' 1 2), (3 4, 5 6), = 

(«2^^ «3^), («3^^ ^^yi)^ (^^V ^^IV)^ ^ ^^ ^^ A3 

sind, da ihre Seiten durch Ygg, ¥34, Y12 gehen, bezüglich der Gol- 
lineationsaxe j ¥5« Y34 Y^j I perspectiv, und die CoUineations- 
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miltelpunkte liegen in derselben Geraden p, welche schon durch 
die perspectiven Dreiecke 

Al^^A,^A3^^ (12, 34) (5 6, 12) (3 4, 5 6), A^A^A« 

bestimmt ist. (Fussnote auf Seite 151.) Daher werden sich die 
Strahlen 

A, (1 2, 3 4), = a\, A3 (5 6, 12) = a^,^ A3 (3 4, 5 6), = cc,, 

in dem Punkte P2^ der CAYLEv'schen Geraden p schneiden. 

Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dass sich die den Pas- 
CAL'schen Geraden ßi^pQ^ßa", Yi^Ta^^Ts™ zugeordneten Geraden 
ßi«" ß2," ßs/'. Ti«'" Ts«"' Ts,"' in den Punkten P^", P^"^ schneiden, 
welche auch aut der CAYLEY'schen Geraden p liegen. Also: 

»Die 60 Vg-Geraden schneiden sich zu dreien in 60 Vj- Punk- 
ten, die zu dreien auf den 20 CAVLEv'schen Geraden liegen. Aus 
jedem Vg-Punkte strahlen drei Vg-Geraden aus, und jede Vg-Gerade 
trägt drei Vj-Punkte«. 

Aus diesem folgt noch, dass 10 Va-Geraden und Vg-PunktC; 
welche den 10 PAscAL'schen Geraden und 10 KiRKMAN'schen Punk- 
ten einer DESARouEs'schen Configuration (IO3, IO3) zugeordnet sind, 
selbst eine DESARCuEs'sche Configuration bilden ; daher : 

Die 60 Vg- Geraden und V,-Punkte spalten sich in sechs 
Desargues ' sehe Configurationen und bilden eine Configuration 
[V, v,] = [Vv]2. 

Da die harmonischen Geraden «j^^, aig\ai,ai^ die Punkte Pj^ 
Pa^ S"' "^ P^ aus Ai projiciren, so ist auch 

(Pi^ Pa^ S"' "^ P') =— 1, 

und da die Würfe (P^^ P^' S"' "' P'), (Aj^^^ A^^^^ 2"^ "^ A/^) har- 
monisch sind, so geht die Gerade | P^ A^^^ | ^ durch den Punkt 

Auf I P^ Ai^^ I liegen noch B,,"^ Q,", auf | P^ A^^^ |, noch Bj"^ C/^ 
und auf bj, c^ noch die harmonischen Punkte 

B^,"^ Bi, H'' ^^ Bi"^; Ci," Ci," I^> ^^ Ci", 

daher gehl auch die Gerade | B^"^ Cj" | , durch den Schnittpunkt 
Y'je der goi-Geraden 

P,^ Aj,^^ Bi"^ Ci", ' P A,'^ Bj,^" C,,'\ 
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Diese zwei Geraden | P^Aj^^ | „ | Bi"^Ci" | , fallen aber nicht 
zusammen. 

Aus (63) wissen wir zunächst, dass P^' ausserhalb [S"* ^" P^]. 
also wegen (P^^Pj^S"' "^P0 =— 1, P^^ auf [S"' '" P^J Uegt und 
mit oP^ nicht coincidirt. (P^ V^ 11 P^^) ist daher kein harmonischer 
Wurf. (Der Werlh davon ist = 4.) 

Nun ist wegen 

(F P,^ n P^^) Ä (Bi"^ B,/" B, BO» 
ne ( I P^ V^ I I FA,^^ I , I HAJ I P A,^- I ,) Ä 
Y'5a (Bx"^ C," I I B,™ C," h I B, r, I I B,«^ C," I .), 
und da 

pi A IV = I K in p n I I pi A IV 1 _ I ij 111 p II I 1 TT A I = I "R P 



ist, so werden in der durch die conjugirten Strahlen | P^ A^^^ | , 
P^Aj^^ I j und den Doppelstrahl | HAiBiFi | bestimmten Involution 
P^Aj^^ I „ |Bi"^Ci"|, auch conjugirte Strahlen sein. Diese letzteren 
fallen aber nicht zusammen, da (P^ Pj^ 11 P^^) kein harmonischer 
Wurf ist, und also P\ Pi^ von 11, Pa^ /2/cA^ harmonisch gelrennt sind. 

Daher : 

»Die 60 Vj-Punkte liegen paarweise auf 90 gaa-Geraden, 
welche paarweise (gas» g'as) durch die 45 Y-Punkte gehen«. 

Für die durch denselben Y-Punkt gehenden goi, g'oi» g23) g'as» ^^ og- 
Geraden hat man nach dem obigen 

(goi g'oi <7 gas) Ä (g'oi goi ^ g'as), 

da aber (goi g'oi ^ og) = -— 1» so sind <7, og die Doppelstrahlen der 
durch goi, g'oi ; gas, g'as bestimmten Involution. 
72. Betrachten wir jetzt die Dreiecke 

(ai" aa" as"). = (C," C^" C3"),, (ai"^ aa"^ a«-). = (B^"^ Ba^ W\. 

deren Seiten durch die Punkte Aj Aa A3 der Geraden a"* "^ gehende 
Va-Geraden, und deren Eckpunkte au( den gaa-Geraden | Bi™ Ci" | „ 
I Ba"' C," I „ I Ba"' Cs" I „ liegende Va-Punkte sind. Daher schnei- 
den sich die drei gas-Geraden in demselben Punkte. Da aber diese 
gas-Geraden ausser den angegebenen keine Vj-Punkte tragen, so ist 
jener Schnittpunkt von Pa^ verschieden und er soll desshalb mit 
Pj^ bezeiclinet werden. 
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Ven den 60 Vg-Geraden kann man 60 derartige Dreieckpaare 
herausgreifen, welche bezüglich der a Geraden, als Collineationsäxen 
perspectiv sind ; denn jede a-Gerade führt zu vier Paar derartige 
perspective Dreiecke. Diese 60 CoHineationsmittelpunkte bezeichnen 
wir mit V3. Ihre specielle Bezeichnung ist ähnlich der der Kirkman'- 
schen Punkte (welchen sie, wie auch den Vi- und Vj-Punkten 
zugeordnet werden), mit Hinzulügung des Zeigers >j,«. 

Auf jeder der ggs-Geraden liegen zwei Vg-Punkte, die den auf 
der correspondirenden goi -Geraden liegenden Vj-Punkten zugeordnet 
sind. Denn die Dreiecke 

(P" a," as"), = (Gl" Bi" Bs")„ (p"^ a,^° a,"^), = (Bi"^ T,"^ T«"^), 
sind bezüglich a^^' ™ als Axe und den Punkt Aj,^ als CoUineations- 
mittelpunkt perspectiv, daher liegt der Ajg^^-Punkt, so wie Pg^ auf 
der Geraden B,,^'C,,^, 

Da von den Dreiecken 

(a," a," a«"), (a,™ a,"' ag^, (b,«^ b,™ b,"^, (c," c," c«"), 

das 1-te mit dem 2-ten bezüglich Pj^ <j^^' "^ 

das 2-te mit dem 3-ten > Pa™, Pa™ 

das 3-te mit dem 4-ten » S"' "^ Pi' 

das 4-te mit dem 1-ten » Pj", pa" 

perspectiv ist, und die CoUineationsaxen durch P gehen, so liegt 
der Punkt Pg^ auf der CAVLEx'schen Geraden p. Dasselbe kann man 
auch von den Punkten P3", Pj"^ sagen, welche die CoHineations- 
mittelpunkte der perspectiven Dreiecke (bj"^ bg"^ ba"^^, (bi^ba^bg^),; 
(Ci' Ca' Cg'X, (Ci" Ca" C3"), sind. 

Also: Die 60 Vg-Punkte liegen zu dreien, auf den Cayley'- 
schen Geraden. 

Da die Gerade | P' A^'^ | , mit | B^"' t^^ \ , identisch ist, so 
geht auch I FAi'^ | , = g'ag, so wie | P'A,^ | = go„ | PA^'^ | .= 
g'oi, I P' Ai'^ I g = ga3 durch Y'^g. Diese Geraden schneiden p in P', 
Pj\ P2\ Pg^ und n, oP^ sind nach dem vorhergehenden Parag- 
raphen die Doppelpunkte der durch P', Pj', P2^ Pg' bestimmten 
Involution. Also ist 

(Pa' Pg' n oP)=-i; 

und weil Pa' nicht auf [ü oP'] liegt, so fällt Pg' auf [ü oP'], aber 
ausserhalb [!''> "' P]. 
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73. Die 60 Vg-Punkte liegen zu drden ausser auf den Cayley'- 
schen Geraden noch auf 60 Vj-Geraden. Dieselben gehen zu dreien 
durch die SxEiNER'schen Punkte und bilden eine ähnliche Confi- 
guration [VaVg], wie [V^Vg]. 

Da sich nämlich die Vj-Geraden 

im Punkte 11 schneiden, so sind die Dreiecke 

(A,"A,M.").=(Bx°ri°', B."r,™, B,°r«). 

perspectiv, woraus folgt, dass die Schnittpunkte ihrer entsprechenden 
Seiten auf einer Geraden Pa" = | Bj" Ba" B3" | , liegen. 

Da ferner von den drei bezüglich S°' "^ perspectiven Dreiecken 

(A,'^ A,^ A/')„ (A,'^ AJ A,").. ß, ß. ß,. 

das 1-te und 2-te beziiglich | Y^g Yj* Y,a |, das 3-te mit dem 1-ten 
und 2-ten bezüglich p°, pg" perspectiv ist, indem die entsprechenden 
Seiten sich in den Punkten 

Bi''=(ßt, A./A,7'B,°r™), B,«=(ß„ A,J'A,."^B,"r,n 

B,"=(ß„Aj."^A,/B,'^r,™) 

U — VPn ^2« -^8« -"18 ^18 h *^23 — iPS" -^8« -"sj ^u ^2« h 

B^^ — (R A '^A ^B °r "^"1 
is '—\Pi'> ^u -^22 •■^88 ^u ) 

schneiden, welche auf p" ps^ liegen, so geht die Gerade Ps" durch 

den Punkt P=(p", Y^eYa^Y^O- 

74. Die 60 Vj-Geraden schneiden sich paarweise in gewissen 
auf den y-Geraden liegenden 90 Punkten Gj*, so dass durch jeden 
Gj^-Punkt zwei Vg-Gerade gehen, und auf jeder Vg-Geraden drei Gj^- 
Punkte liegen entsprechend den Vj-Geraden und Gia-Punkten. 

Die Vg-Geraden 

*l8— ■**>1^2a *^S8 ^88 ' *23 — Äj-tiig Ö33 X33 

schneiden sich in dem Gj4 Punkte («1^02^)8 =(3 4, 66)3, und die v,- 
Geraden 

TTg^^ = n Ag,^' Bg,^^ Cg,^, Og,^ = Ag Pg^ Bg^^ Cg/ 

in dem G'34-Punkte (7t^as^), = (3 4, 56/3, welche beide auf y'\a 

7 
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liegen, da Y^, y''^ und Y'12, y"i2 Diagonalpunkte, beziehungsweise 
Diagonale der Vierecke 

A, A3 Ai3^^ A,,\ n As P3^ A33^^ sind. 

Ebenso ist 

(«2^^ «8^)3 = (1 2, 3 4)3, (71^^ 0,^)3 = (12,3 4)'„ 
K^^ «i^)a = (5 6, 12)3, (7.^ a3^)3 = (5 6, 12X3, 
wenn 

»38 — Ä2Ä88 J ^Ss —-"'S -"23 > *8a — A3 Ajg , «13 — Äi-^is , 

V^=nA,3^ 7C3^ = ^A33^ a,3^=:AiP3\ a,3^=A3P3^ 
bedeuten ; und die auf n^'^^ liegenden G84-Punkte die folgenden sind : 

(^^^0,=(34, 56)'3, (7r^^ß3")3 = a4, 25/3, (tu^^ r3"^).=(l 6, 32)V 
Da 

(A2 A21 Ag, A23 ) 7\ (Ag Agj Agg Ag3 ), 

(der Werth ist übrigens =1 : 16), so ist auch für die Strahlen, welche 
jene Punkte aus Aj, 11 projiciren 

SO wie für die Schnittpunkte derselben mit Y\^ 

((3 4, 5 6) (34, 56), (34, bß)\ (3 4, 56)3)7^ 
((3 4, 5 6) (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6);) ; 

oder allgemeiner 

(G G12 6^2 G34) A (^^ ^\i G18 ^^'sJ- 

Daraus folgt aber wegen (G12 G^a S G) = — 1, dass G, S die 
Doppelpunkte der durch die Punktepaare G12, G'13 ; G34^ G'g^ be- 
stimmten Involution sind, und (G84G'84SG) = — 1. 

Durch jeden der 45 Y-Punkte Auf jeder der 45 y-Geraden 



gehen vier Geraden I34, welche 
je zwei der 90 G34-Punkte tra- 
gen ; es giebt 180 solche I34- 
Geraden ; durch jeden G34-Punkt 
gehen vier. 

Beide Sätze werden genau so bewiesen, wie in (56) nur dass 
der Zeiger >,<' durch >,« ersetzt wird. 



schneiden sich vier Paare der 
90 g23-Geraden ; es giebt 180 
solche Schnittpunkte L23 ; auf 
jeder g23-Geraden liegen vier. 
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75. Die 90 G84-Punkte liegen zu dreien ausser auf den 60 Vj- 
Geraden noch auf 60 V4-Geraden, welche man jenen und den Pas- 
cAL'schen, so wie den Vj, Va-Geraden, zuordnen kann. 

Die Seiten der bezüglich S"' "^ perspectiven Dreiecke 

schneiden sich nämlich in den Punkten 



(Ci"bn.=(14, 23)., (c,"b,'^=(16, 25)., (c,«b.°')=(3 6, 46) 






die in einer p4^-Geraden liegen, welche von pg' verschieden ist, da 
diese die Punkte 

(P'aan=(14. 2 3)'.. (p'aA=(16, 25)'., (p'a,^).=(36, 45)'. 
trägt 

Durch jeden der 90 G84-Punkte gehen je zwei Vj- und V4- 
Geraden, denn die perspectiven Dreiecke 

(A,« A,« P«). = (q« ß," ß.«)., (A,'« Ar P™). = (br r«"" T.°) 

liefern als CoUineationsaxe die Gerade aj^^, die ebenso wie P4^ 
durch den Punkt (Cj" bi™), = (1 4, 28)3 geht, während sich die 
entsprechenden Seiten paare der perspectiven Dreiecke 

(C,' A,' A,'). = (p' b,' b,'), ) (Bi' A,' A,'). = (p' c' c,\ \ 

(C,'-A,>^A,'^), = (a/^Y«'^r»'^). I (B2^^V^A,'^. = (a,'^ß,''ß,'^). / 
in den Punkten 

(P' ai'^), = (1 4, 2 3)'., (b,' y,^l = (4 6, 2 5)'., (b,' y,'^). = (6 3, 1 5)'. 
(P^ a,'^). = ( 1 4, 2 3)'., {c\ ß.'^). = (1 6, 3 5)., (c,' %^\ = (2 6, 4 5). 

schneiden, welche auf den Geraden bi^"\ Cj^" liegen, so dass 
(Ci,"b,.«'p,^a,/^)=(14, 23)., (Cx,"b,.°'p3'aO=(14. 23)'.. 

Die 60 V4-Geraden gehen zu dreien durch die 20 Steiner'- 
schen Punkte, was man ebenso wie für Vj beweisen kann. 

Indem die Geraden p8^ P4^ tc, p^ die harmonischen Punkte 
(14, 2 3),, (14, 23/3 S^> ^\ (14, 2 3) aus P projiciren, so wird 

Die 60 V4-Geraden schneiden sich zu dreien in 60 V4-Punkten, 
die zu dreien auf den 20 CAYLEv'schen Geraden liegen. Sie spalten 

7* 
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sich ebenso w»e die 60 Vi-, Vj-, Vj-Cxeraden in sechs DESARouEs'sche 
Configurationen. 
Die Dreiecke 

(A,^^VA3^% (12, 34)3 (56, 12J3 (34, 66)3 = 
(04^03^)^ («s^^«/')« (ai^a2^^)8^ AiAgAg sind nämlich, 

da ihre Seiten durch die Punkte Yge, ¥34, Y12 gehen, bezüglich 
I Yßft Y34 Yi2 I als Collineationsaxe perspectiv und ihre Collineations- 
mittelpunkte liegen in p. Daraus folgt aber, dass sich die (ieraden 

Ai (1 2, 3 4)3 = a,;, Aa (5 6, 1 2)3 = ol,^\ A« (3 4, 5 6)3 = ci,,' 
in dem Punkte V^ und ebenso auch die Geraden 

B, (3 6, 52)3 = ß,,«, B, (1 4, 36)3 = ß,,", B3 (5 2, 14)3 = %^' 

V, (b 4, 1 6)3 = rl4"^ Ts (3 2, 5 6,^3 =r,,"\ r« (1 6, 3 2J3 = ^,r 

in den Punkten P4", P4™ der Geraden p schneiden. 

Da (ai3^ a^^^ 81 a/) = — 1, so ist auch für die Schnittpunkte 
dieser Strahlen mit p, (Pg^ P4^ S"' ^^^ P^) = — 1, und aus demselben 
Grunde 

* Der Schnittpunkt der (jeraden 
ist aber der Punkt Y'««, also werden auch die Geraden 
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durch Y'bc gehen. 

Diese zwei Geraden g45, g'4B sind aber nicht incident. 

Wir wissen nämlich, dass Pg^ ausserhalb [2"' °^ P^, also 

wegen (P,^ P/ 2"^ nipi)^_| p^i ^^^ j-^n, m pij y^gt ^j„^ jyji^ 

oP' nicht coincidirt. (P^^ Pg^ IT P4^) ist daher kein harmonischer Wurf. 
(Sein Werth ist = 56.) 
Nun ist wegen 

(P.^Pg^ nP40Ä(B./"B,3°^B, B,,n 



n« ( P'A,'^ , 


FA,'^ , 


HAi 


P'A,'^ ,) Ä 


. Y'„ ( B,™ C," . 


Bi'"C." , 


, B,r, 


Bi™C,« ,), 


und da* 
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I pi A IV -_ I D m p III pi A IV I _- 1 p III p II I TT Ä I = I U r 

SO werden in der durch die conjugirten Strahlen | F A^^^ 1,, 
P^ A/^ Ig und den Doppelslrahl 1 11 Ai Bi Fj | bestimmten Involution 
j F A^^^ 1^, I Bj"^ Ci" 1^ auch conjugirte Strahlen sein. Diese letzteren 
fallen aber nicht zusammen da (Pj^ Ps^ 11 P4^) kein harmonischer 
Wurf ist, und also Pa\ Pg' von 11, P4^ nicht harmonisch getrennt sind. 

Wir haben daher : Die 60 V4-Punkte liegen paarweise auf 90 
Geraden g45, welche paarweise (g45, g'45) durch die Y-Punkte gehen. 

Für durch deselben Y- Punkt gehende Sirahlen bilden goi 
g'oi, g28 g'23» ^46 g'46 eine Involution mit den Doppelstrahlen a, og- 

76. Die Dreiecke 

^P" a," a,«), = (C, B," B,")„ (p™ a,°' a^h = (Bi'" T,"' T,™), ; 

deren Seiten durch die Punkte Aj, Aj, A,, bezw. P, Ag, Aj gehende 
V4-Geraden sind und deren Eckpunkte auf den g45(ieradeu 

I Ci" Bi»" I , I Cj" Bi"' U I C," B,™ I , bezw. 

|Ci°B™|. |B,°r,™|. |B,«r,»M. 

liegen, sind perspectiv ; daher schneiden sich die drei ersten und 
die drei anderen g45 in denselben Punkten Pg^ bezw. Aj.^^ welche 
von P4^ Aj/^ versch'eden sind, da diese ausserhalb der Geraden 
I Bi^" Ci" I, liegen. 

Die 60 V4-Geraden führen zu 60 derartigen Dreieckpaaren, so 
wie zu 60 derartigen Punkten F^^, A,/^, welche paarweise auf den 
g45-Geraden liegen und allgemein mit V^ bezeichnet werden sollen. 

In Anbetracht dessen, dass die auf einander folgende Dreiecke- 
paare (a," a," 83")., C^r 3-2"^ a3"^)4, (b,^" b,^^ b«"^),, (c^" c,° c«"), 
bezüglich \'^\ F^''\ S"^ "^ P4" als Collineationsmittelpunkte und 
a"' "^ P4"\ P8\ P4" als Collineationsaxen perspectiv sind und diese 
Geraden durch P gehen: liegt Pg^ auf der CAVLEv'tchen Geraden 

p_2;ii, ni p^n p^iii^ 

Jede CAYLEv'sche Gerade trägt drei Vg-Punkte, z. B. p, ausser 
Pg^ noch die Collineationsmittelpunkte Pg", Pg"^ der perspectiven 
Dreiecke (b,^" b,"^ h,''\ {h,' h,' b«^),; (c,^ c^^ c,X (c,^^ c^^^ c,^),. 

Da 

so werden die Geraden 
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FA.^I, |PA,^L, |FA,^|. . . |PA,^|, 

durch denselben Punkt Y\^ gehen, 
p schneidet die Geraden 

|B,°^C,°|., |B,^C,«|3, |B-C,"|, |nA,B,r, 
.in F^\ Pa^ P5^ n, daher ist 

(p,' p,^ n , / Ä (Ps' p.' n p^^), 

und Pj^ kann entweder aus dieser Projectivität oder aus (Pa^ Pg^ 11 oP^j = 
— 1 bestimmt werden. 

Die 60 Vg-Punkte liegen zu dreien auf 60 Vg-Geraden, welche 
zu dreien durch die 20 SxEiNER'schen Punkte gehen. Diese 60 v^- 
Geraden schneiden sich paarweise in 90, paarweise auf den 45 y- 
Geraden liegenden Punkten Gg« (oder Gge, G'^g), so dass jede Vg- 
Gerade drei Gg^ -Punkte trägt. So schneiden sich z. B. die Vg-Geraden 

*is — I Äi Ä26 *^ii ■'•Sä I » *38 — i -^ -^15 -"ss ■'■85 I 

in dem Gg^-Punkte («i^ «2^)5 = (3 4, 66)5, und die Vß-Geraden 

n,^ = I n A3,^ B3,^ C./^ I , «33^ = I A, P,^ B33^ C.,^ | 

indem G'ge-Punkte {n^^ ol^\ = (34:, 56/5, welche auf y"i2 liegen, 
während n^^^ die Punkte 

(n^'a,\ = {3i, 56)',, (7.^^ §3^), = (1 4, 25^ (7z^yA = (^^^ 32)', 
der Geraden y"ia, y"3e, y''^^ trägt. Da 

(A2g A23 A24 A25 ) Ä (A3, Aßg Ag^ A3, ), 

(der Werth der Würfe ist=l:56'), so wird auch für die Strahlen, 
welche diese Punkte aus Ai, bezw. 11 projiciren, 

so wie für die Schnittpunkte dieser Strahlen mit y"j2 

((34, 56)', (34, 56)3 (34, 5 6)', (3 4, 56),) Ä 
((3 4, 5 6), (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)',), 

oder allgemeiner 

(G'i2 Gj^ G'g4 Gße) A (Gj2 G'si ^zi G'bc), 
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d. h. die Punktepaare Gja G'igi Ü34 G'g^, (75« G'gg bilden eine Invo- 
lution. Nun sind S, G die Doppelpunkte der von den zwei ersten 
Punktepaaren bestimmten Involution, daher ist, {(j^QG\f^Jl(}) = — 1. 

Die 90 GgQ -Punkte liegen paarweise mit den 45 Y-Punkten in 
180 Ißß-Geraden, so dass durch jeden G^g-Punkt vier solche Geraden 
gehen. Ebenso liegen auf den 45 y-Geraden vier Schnittpunkte L45 
der Geradan g4R ; jede g^g-Gerade trägt der 180 L45-Punkte viere. 

77. Die 90 (ißg-Punkte liegen noch zu dreien auf 60 Vß-Gera- 
den, so dass- durch jeden der Gßg-Punkte zwei Vg- und zwei Vg- 
Geraden gehen. Diese Vg-Geraden schneiden sich zu dreien in den 
20 SxEiNER'schen Punkten und noch anderen Vg-Punkten. Die Vq- 
Punkte liegen zu dreien auf den 20 CAVLEv'schen Geraden und 
paarweise auf 90 ggy-Geraden oder 45 ge7, g'e7-Geradenpaaren, welche 
durch die 45 Y-Punkte gehen und conjugirte Strahl t Involution 

goi g'oi, g23 g'23. g56 g'58 sind. 

Da die Geraden Pß^, p^^, tt, p' die harmonischen Punkte (1 4, 
2 3)., (14, 2 3)'., S^' ^^ (14, 2 3) aus P projiciren, so ist 

(Pö' Pe' ^ P') = — 1- 

Ist Pß^ der den Pi^-Punkten zugeordnete Vg -Punkt, so kann er 

aus der Relation (Pg^ F^^ 2"^ ^" P^) = — 1 bestimmt werden und 

liegt auf dem Theile [2"> "^ P^, da P^^ sich auf [H oP'] befindet. 

Die 60 Vß-Geraden als Seilen oder auch die 60 Vg-Punkte als 

Eckpunkte liefern 60 Paar perspectiven Dreiecke, deren 60 CoUi- 

neationsmittelpunkte V7 paarweise auf den 90 ggy-Geraden liegen. 

Wenn F^^ der den Pi^- Punkten zugeordnete Vy-Punkt ist, dann kann 

er auch entweder aus der Relation 

^p^^ P5^ n Pe^) Ä (P5^ P4' n p/), 

oder (Pe' P7' n oP') = — 1 bestimmt werden und liegt auf [H oP']- 
Die 60 V7-Punkte liefern 60 v^-Geraden ; diese Geraden bestim- 
men 45 Punktepaare Gyg, G'76 auf den 45 y-Geraden, für welche 
(G78 G'78 S G) = — 1, so wie 60 Vg-Geraden. Die Vg-Geraden führen zu 
Vg-Punkten und 45 Geradenpaaren g^g, g'gg, welche conjugirte Strahlen 
der Involution goj g'ox^ gas g'28 ; • • » ^^^^ ^- s. f. 
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16. Die fV-Pnnkte und iv-Geraden. 

78. Auf ähnliche Weise, wie man die Vi-Punkte und vi-Gera- 
den aus den V^, v^ ableitet, kann man aus den iV-Punkten und jV- 
Geraden neue iV-Punkte und iv-Geraden ableiten. Die neuen Configu- 
rationen [i V jV] = i[ V v] haben zu den SxEiNER'schen Punkten und 
CAYLEY'schen Geraden eine ebensolche Lage, wie die Configurationen 
[Vi Vi] = [Vv]i. 

unter Nummer (63) haben wir einen Satz gefunden, nach welchem 
die 60 jV-Punkte paarweise in 90 ug-G'^raden liegen, so dass von 
jedem iV-Punkte drei lagGeraden ausstrahlen, d. h. die 90 ,ag- 
Geraden schneiden sich zu dreien in den 60 iV-Punkleu. 

Diese 90 i^g-Geraden schneiden sich aber zu dreien noch in 
anderen 60 Punkten aV, welche auch paarweise auf den 90 ug- 
Geraden liegen. 

Die Dreiecke 

x(ai" aa^^ a3°) = ,(C,° C^" C,^)\ ,(p« a^^ 83") = , (C." B," B,^)) 
,(a,»^a,«^a™) = ,(B,"'Ba°^B3^n)| ^(ping m^ m)^ ^(ß,"^ T^-^ T«^^)/, 

deren Seiten durch die auf d^» "^ liegenden Aj, Ag, A3 ; P, Aj, A3 
Punkte gehen, sind nämlich perspectiv, daher schneiden sich die drei 
igg-Geraden J Bi^° C^ \ in dem Punkte 2P\ und die drei i^g-Geraden 
J Bi°^ Gl" |, J r,^^^ 82° I, J r3"^ Bg" I in dem Punkte aA^'^, welche 
Punkte von jP^ und ^A,^^ verschieden sind, da die Geraden J, Bj™ Cj" |, 
J P' A/^ I die Geraden o| P' Ai^^ B^"^ C^^ |, | H Ai B^ T, \ harmo- 
nisch trennen. 

Von den 60 jV-Geraden kann man 60 Paare solcher perspectiver 
Dreiecke wie die obigen, herausnehmen, und man erhält als Col- 
lineationsmittelpunkte 60 jV-Punkte, in welchen sich je drei 12g- 
Geraden schneiden, so dast .t 'f Jeder i^g-Geraden je zwei , V- 
und a V-Pankte liegen. 

Da von den Dreiecken 

W a«" a3°) = ,(C," Ca° C3"), ,(a,"^ a,«^ a«"^) = ,(Bi"' B«"^ B,"^), 
,(b,"^ ba"^ b3"^) = XA,"^ Aa"' A3"'), ,(Ci^^ c," c") = XAj" A«" A3") 
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das l*te mit dem 2-ten bezüglich o"' ™, jP^ 

das 2-te » * 3-ten » ,p™, ^F™ 

das 3-te » » 4-ten » oP"', S"» "^ 

das 4-te > » 1-ten » ^p", i?" 

perspectiv liegt und die Collineationsaxen durch P gehen, so Hegt 
aP^ auf p; da ferner die 



a ^ \ Ul A IV U III p II I «' — I R "I n " P^ A ^V 

125 ~ I 1* l-^l a^i 2^1 I » 12Ö — I l"l l'-^l 2^ 2^1 

Geraden. | 11 Ai B, r^ j. o| P' A^^^ Bi"^ Ci" | harmonisch trennen, 
so ist (,P^ aP' n oP') = — 1. 

Die 60 2 V- Punkte Hegen zu dreien auf 60 jV-Geraden, die zu 
dreien durch die SiEiNER'schen Punkte gehen. 

Die Dreiecke 

,(A,^^A2^A3^^) = ,(B,»r,"» B2"1V" Bj^r«»^), 
.A^^ C2^ Cn =,(^ ,' B,° A2^ B2" A3^ B3«) 

sind nämlich, da die Geraden 

-JLV — lAivuivpivi ^V_ lAVRVpVi -.VI _ I A VI R VI p VI 

durch n gehen, perspectiv ; also liegen die Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Seiten in 2P"=,' B^" B," Bg" !• 

Da weiter von den bezüglich I}^' "^ perspectiven Dreiecken 

o(Ai A2 Aa ), ,(Ai A3 A3 ). pi P2 P3 

das 1-te mit dem 2-ten bezüglich | Yg« Y34 Y^^ j, das 3-te mit dem 
1-ten und 2^1en bezüglich oP" = o' B^" B3" B3" |, 2P"=JB."B2"B3"1 
perspectiv ist, so geht die Gerade 2P" durch den Punkt P = 

( I ^56 ^Zl ^M » oP )• 

»Die 60 2V-(:ieraden schneiden ^^ich paarweise in 90, paar- 
weise auf den y-Geraden liegenden Punkten 23^^' 25^^' welche auf 
jeder y-Oeraden die G. S-Punkte harmonisch trennen. Diese 90 
Punkte 28^^ liegen auch paarweise mit den Y-Punkten in 180 23!- 
Geraden, so dass durch jeden Y-Punkl so wie durch jeden ggG- 
Punkt vier 231-Geraden gehen«. 

Yi2- y"n und ¥',2, y"j2 sind nämlich Diagonalpunkte und 
Diagonalen der Vierecke 

AA A ^v A V TT A P^ A ^' 
1 *^i 2-^1 2*^2 » A-*- -»3 2^ 2"^ ? 

also schneiden sich 
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n .A3^^ = ,7^^^ A3 2F = ,a3^ in ,{v:^' a3^) = ,(34, b6J==^,& 

welche aut y"i2 liegen. 
Da endlich 

(A2 0^2 1^2 2^2 j A (A3 0A3 1A3 2 As ), 

SO wird auch für die Strahlen, welche diese Punkte aus Aj, n 
projiciren, 

(«1^ o«!^ 1«!^ 2O Ä (tC^^ oT:^^ iTT^^ 20^ 

wie auch für ihre Schnittpunkte mit y"^^^ d- h. 

(^ oiCt oiG' 28 Gr) Ä (G oiG' 01^ 2fiG'\ 

Da nun (^6 oiG' S G)=— 1, so wird auch (23G asG' 2 G)=— 1. 

Zum Schlüsse wird der letzte Teil des Satze sgenau nach dem 
Vorgang wie in Nummer (65) bewiesen, nur muss man den vorderen 
Zeiger >o« mit >,< vertauschen. 

Die 90 23G-Punkte liegen zu dreien auf 60 sV-Geraden, so dass 
durch jeden 23G-Punkt je zwei gV- und sV-Gerade gehen. Diese 3V- 
Geraden schneiden sich zu dreien in den STEiNER'schen Punkten. 

So gehen z. B. 

durch 28G = ,(a/a2^^)=a(3 4f, 5 6) noch 37c^\ 303^ 
* 28G'=,(7r^^O=.(3 4, 5 6)' » ,a,\ ,cc,^, 
und da (28G gsG' 2 G) = — 1, so wird (ga/ 3a/ aj a/) = — 1 

und ebenso (ap^ sP^ tt p^) = — 1. 

Die 60 3V-Geraden schneiden sich zu dreien in 60, zu dreien 
auf den 20 CAVLEv'schen (ieraden liegenden Punkten 3V. Diese 3V- 
Punkte hegen paarweise auf 90, paarweise durch die Y-Punkte und 
zu dreien durch die sV-Punkte gehenden 34g, s^g'-Geraden, welche die 
durch denselben Y-Punkt gehenden og, cj-Geraden harmonisch trennen. 

Die 60 3V-Geraden und ihre 60 3V-Schnittpunkte bilden eine 
Configuration [3V 8v]=8[Vv], so wie 2[Vv]. 

Weil 3P^ = (p, 3ai'^), so folgt aus der (ileichung (^olJ ^a^^ 
a, aj) =—l: (2F 3F 2;"> ^" P^) =— 1. 

Die 90 34g, 34g'-Geraden schneiden sich ausser in den 60 3V- 
Punkten noch in 60 4V-Punkten, so dass auf jeder 34g-Geraden je 
zwei jV- und 4V-Punkte liegen. Die 4V-Punkte liegen noch zu dreien 
auf den 20 CAYLEv'schen Geraden. 
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So z. B. ist 

■ ff— I A V A rv I ;= 1 T\yi A I I a'— ! TTvi A ^ I = I A '^ A ^^1 

348—3 I ■"•! ■**'8 I =4 I " -^3 I 1 346 — 3 i -•"*• -^3 I — 4 I ■'*'l ^ I' 

und da (34g 34g' ^ og) =— 1, so wird auch (gAi^ aAi^ Aj oA/) =— 1, 
und ebenso (gP^ ^P^ 11 oP') =— 1. 

Die 60 4V-Punkte liegen zu dreien auf 60, zu dreien durch 
die Si'EiNER'schen Punkte gehenden ^V-Geraden, welche eine Con- 
figuration [4V 4V] ^^[Vv] bilden, wie 3[Vv], und für welche 

(sP' 4P' a"^ "' oP') = -l, U.S. f. 



17. Allgemeine Sätze über die Gonfiguration, 

Die bisherigen Betrachtungen kann man, in eineni Satz zu- 
sammengefasst, in der folgenden Weisp aussprechen. 
Bezeichnen wir allgemein 

mit Vo die 60 PASCAL^schen Geraden, 

» Vo die 60 KiRKMAN'.schen Punkte, 

» S die 20 SxEiNER'schen Punkte, 

> s die 20 CAYLEv'schen Geraden, 

» a die 15 STEiNER'schen Geraden, 

» S die 15 SALMON'schen Punkte 

der Configuration des PASCAL'schen Sechsecks, so trägt jede s-Ge- 
rade drei Vo-Punkte und drei S-Punkte die einander in einer gewissen 
Weise zugeordnet sind, und durch jeden S-Punkt gehen drei Vo-Ge- 
raden und drei a-Geraden, die einander in derselben Weise zugeordnet 
sind. (Z. B. befinden sich auf der CAYLEv'schen Geraden p die Kirk- 
MAN'schen und SALMON'schen Punkte F 2"^ "^; P" S"^> ^; P"^ 
2^' ", und durch den STEiNER'schen Punkt P gehen die PASCAL'schen 
und STEiNER'schen Geraden p^' a"' "^ ; p"' a"^» ^ ; p"\ a^» ", welche 
einander zugeordnet sind.) 

Bestimmt man nun 
auf den 15 s-Geraden die 60 Punkte durch jeden der 15 S-Punkte die 
oV, Vi, Va . . . Vi, . . . ,V, 2V, . . . 60 Geraden oV, Vj, V2, . . . vi, . . . 
jV . . . aus den Gleichungen jV, gV, . . . iv . . . aus den Glei- 

chungen 
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(SoVSVo)=| 



(soVaVo)=| 



(VoV,SoV)-~l, 



(Vi V, 2 Vo)---l (vov^sov)— 1, 



(Vi V2 a Vo)=-l 



(VjiVai4.iSoV)=-l,(V2i+i Vai+aS Vo)^-l {v^i Vgi+x s oV)^-l, (v^i+i Vji+2 (J_Vo)=-l 



(iV^VSoV):-- 1, 



(oV.VSVo)— 1 



(iV gV S oV)="l, 



(oV iV a Vo)=i:-l 



(2i+iV3:+2VSoV)=:--l, (2i4.2V2i+3VSVo)=:-l, ^i^^v ai+aV s oV)^-l, (2i+aV 214-3 V a Vo=— 1), 



dann bilden die Punktepaare Vo Vi, 
V2V3, . . .1V2V, 3V ,V,. . . 
eine involutorische Reihe mit den 
Doppelpunkten S oV, und die 
Punktepaare Vj Vg, V3 V^, . . . 
oV jV, 3V 3 V, . . . eine andere 
involutorische Reihe mit den Dop- 
pelpunkten S, Vo. Das Punkte- 
paar Voo (xV, welches S oV, S Vo 
harmonisch trennt, gehört zur er- 
sten und zur zweiten involuto- 
rischen Reihe, und es nähern sich 
sowohl die Punktepaare Vgi V2i-|-i, 
als auch die Punktepaare 2i+iV 
2i-|-2V bei unendlich gross wer- 
dendem i jenem Punktepaar. 

In jedem der 60 Vi- Punkte 
schneiden sich drei vi-Geraden, 
und auf jeder der 60 vi-Geraden 
liegen drei Vi-Punkte. Die 60 
Vi-Punkte und die aus ihnen 
ausstrahlenden 60 vi-Geraden bil- 
den eine Gonfiguration [Vv]i, 
welche sich in sechs Desargues'- 
schen Configurationen (lOg, lOg) 
spaltet. 

Jede der 60 Vi-Punkte und 



dann bilden die Strahlenpaare Vo v^, 

V2V3, . . . iV 2V, gV 4V, . . . 

eine involutorische Reihe mit den 
Doppelstrahlen s qV, und die Strah- 
lenpaare \\ Vg, V3 V4, . . . oV iV, 

2V sV, . . . eine andere involuto- 
rische Reihe mit den Doppelstrah- 
len a Vq. Das Strahlenpaar vx oov, 
welches s ©v, a Vq harmonisch 
trennt gehört zur ersten und zur 
zweiten involutorischen Reihe, und 
es nähern sich sowohl die Strahlen- 
paare Vgi V2i_|-i, als auch die Strah- 
lenpaare 2i-i-iV 2if 2^ bei unendlich 
gross werdendem i jenem Slrahlen- 
paar. 

Auf jeder der 60 iv-Geraden 
liegen drei iV-Punkte, und in je- 
dem der 60 iV-Punkte schneiden 
sich drei iV-Geraden. Die 60 iv-Ge- 
raden und die auf ihnen liegenden 
60 iV-Punkte bilden eine Gon- 
figuration i[Vv], welche sich in 
sechs DESARGUEs'sche Configu- 
rationen (IO3, IO3) spaltet. 

Jede der 60 iV-Geraden und 
jeder der 60 iV-Punkte ist Collie 
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jede der 60 vi-Geraden ist Colli- 
neationsmittelpunkt bezw. Axe 
für ein Paar perspective Dreiecke, 
deren Seiten und Eckpunkte der 
[Vv]i angehören. 

Es ist aber noch jede Vgi-Ge- 
rade Collineationsaxe, und ein 
S-Punkt Collineationsmittelpunkt 
für ein Paar perspective Dreiecke, 
deren Seiten und Eckpunkte der 
[VvJai-i angehören ; und jeder 
Vai^.! Punkt ist Collineationsrait- 
telpunkte und eine a-Gerade Col- 
lineationxe für ein Paar perspec- 
tive Dreiecke, deren Seiten und 
Eccpunkte der [Vvjgi angehören. 

Bei 1 = ist jede Vo-Gerade 
Collineationsaxe und ein S-Punkt 
Collineationsmittelpunkt für ein 
Paar perspective Dreiecke, deren 
Seiten und Eckpunkte der [Vv]o 
angehören; während bei i = x, 
sind voo und ein S, sowie ein 
a und Voo Collineationsaxe und Mit- 
telpunkt für ein Paar perspective 
Dreiecke, deren Seiten und Eck- 
punkte der oo[Vv] angehören. 

Die 60 Voi und V^i+i-Punkte 
liegen paarweise in 90 gji, 2i+i" 
Geraden so dass auf jeder dieser 
Geraden zwei Vgi und zweiVgi+T- 
Punkte liegen. Diese 90 Geraden 
schneiden sich paarweise (gsi, gi+i 
g'ai, 2i4-i) in 45, zu dreien auf den 
<y-Geraden liegenden und von den 
Wertben der i unabhängigen 
Y-Punkten. 



neationsaxe bezw Mittelpunkt für 
ein Paar perspective Dreiecke, 
deren Seiten und Eckpunkte der 
i[Vv] angehören. 

Es ist aber noch jeder giV- 
Punkt und eine a Gerade Colli- 
neationsmittelpunkt und Axe für 
ein Paar perspective Dreiecke, 
deren Seiten und Eckpunkte der 
ai-ifVv] angehören ; und jede 
Gerade ai+iV und ein S-Punkt sind 
Collineationsaxe und Mittelpunkt 
für ein Paar perspective Drei- 
ecke, deren Seiten und Eckpunkte 
der 91 [Vv] angehören. 

Bei 1 = 0, ist jeder oV-Punkt 
Collineationsmittelpunkt und eine 
a-Gerade Collineationsaxe für ein 
Paar perspective Dreiecke, deren 
Seiten und Eckpunkte der o[Vv] 
angehören; während bei i = ao, 
sind odV und ein a, sowie ein S und 
odV Collineationsmittelpunkt und 
Axe ist für ein Paar perspective 
Dreiecke, deren Seiten und Eck- 
punkte der [Vv]ao ausgehören. 

Die 60 Geraden jiv und die 60 
Geraden jifiV schneiden sich in 
90 Punkten 2i, si+i^? ^^ d^ss durch 
jeden dieser Punkte je zwei aiV-Ge- 
raden und zwei 2i+v gehen. Diese 
Schnittpunkte liegen paarweise 
(2i,2i+iG, 2i,ai-fiG') auf 45, zu 
dreien durch die S-Punkte gehen- 
den und von den Werthen der 
i unabhängigen y-Geraden. 

Ferner schneiden sich die 60 
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Die 60 ai+iV-Punkte und 60 
ji+aV-Punkte liegen (paarweise) 
in 90 2i+i, 2i+2g-Geraden, so, dass 
auf jeder dieser (Geraden je zwei 
Punkte 2i+iV und gi+aV liegen. 
Diese Geraden schneiden sich 

paarweise (ai^^, ai+ag. 2i+i^aiH-ag') 

in den obigen 45 Y-Punkten. 

Die 60 oV-Punkte liegen zu 
vieren in 45 og-Geraden die 
ebenfalls durch die Y-Punkte ge- 
hen und Seiten von 15 D-Drei- 
ecken sind. 

Die 60 Vx -Punkte und 60 
ooV-Punkte liegen ebenfalls paar- 
weise auf 90, paarweise durch 
die Y-Punkte gehenden Geraden 
(oogoo, oDg'oo); u. z. liegen auf 
jeder ^dieser (geraden zwei Voo 
und zwei ooV-Punkte. 

Für die durch denselben Y- 
Punkt gehende Geraden ist 

(g2i,2i-|-l g'2i,2i+l ^ og) = — 1, 

(2i+H2i4-2g 2i4-U2i+2g' ^ og) = 1, 

(g'2i, 2i+l g2i+2»5!i+3 ^ goi) = 1, 

(2i+H 2if2g' 2i+8? 2i+4g ^ goi) = — L 

Auf jeder der 45 y-Geraden 
(des Satzes rechts) schneiden 
sich vier Paar von den 90 ggi, ai+i 
Geraden und vier Paar von den 
214-1,21+2 g-Geraden in den Punk- 
ten Lai, 2i+i, bezw. 2i+i, 214-2^. Die 
Anzahl dieser Punkte ist 180, so 
dass auf jeder ggi, ai+i-Geraden 
vier Punkte Lgi, ai+i? ^ind auf je- 
der der 2i+i» ai+2g-^JGraden vier 
Punkte ai+i,2i+2L liegen. 



Vjji+i- und 60 Vai+a-Geraden in 
90 Ggi+i, 25+2 Punkte, so dass aus 
jedem dieser Punkte zwei Vai+i und 
zwei V2i_|.a Geraden ausstrahlen. 
Diese Schnittpunkte liegen paar- 
weise (Gai+i,ai+2» fi'3i+n2i+2) auf 
den obigen 45 y-Geraden. 

Es schneiden sich die 60 Vo- 
Geraden zu vieren in 45 (i-Punk- 
ten, die ebenfalls auf den y-Gera- 
den liegen und die Eckpunkte von 
15 Dreiecken A sind. 

Ferner schneiden sich die 60 
voo und 60 oov-Geraden paar- 
weise in 90, paarweise auf den 

y-Geraden liegenden Punkten 
(ooGx, ooG'oo), so dass aus jedem 
dieser Punkte zwei voo -Geraden 
und zwei oov-Geraden ausstrahlen. 

Für auf denselben y-Geraden 
liegende Punkte ist 

(2i,2i+iG 2i,2i4-i^^' 2 G) = — l, 
(Gai+n 2i-^a G ai+i» 2i+2 '^G) = — 1, 

(21, 2i+lG 2i+2»2i4-3^ ^ OlG) = 1, 

(^T'2i4-i,2if2 ^214-8^ 2i+4 ^OlG) = 1. 

Durch jeden der 45 Y-Punkte 
(des Satzes hnks) gehen vier 

2i, 2i+il und vier 1214-1,214-2 Gera- 
den, welche vier 21, 2i+iGf-Punkte, 
bezw. vier 21+1,2143 f' tragen; ihre 
Anzahl ist 180, so dass durch 
jeden 21, ai+i^^-l^unkt vier Geraden 
2i,2i-fil und durch jeden 2141» 
21-1-2 ^'-l^unkt vier Geraden 2i4i> 
2i-|-al gehen. 

Die 45 G-Punkte liegen zu 
Sechsen auf den 15 Seiten der 
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Die 45 og-Geraden schneiden 15 A- Dreiecke. Auf diesen Seiten 
sich zu Sechsen in den 15 Eck- liegen auch die Y-Punkte zu 
punkten D der obigen 15 D-Drei- dreien, so dass man jede Seite 
ecke, in welchen sich auch die der A-Dreiecke als zwölf incidente 
y-Geraden zu dreien treffen, so 1-Geraden betrachten kann, 
dass man jeden D-Punkt als zwölf 
incindente L-Punkte betrachten 
kann. 

18. Von einigen in der Confienration vorkommen- 
den involntorisehen Pnnkten und Strahlen. 

80. Ausser den aus Obigem bereits bekannten involutorischen 
Punkten und Strahlen der Configuration kann man neue derartige 
Punkte und Strahlen dadurch finden, dass man die Seiten, bezw. 
Eckpunkte der in der Configuration vorkommenden Vierecke und 
Vierseite mit gewissen Geraden schneidet, bezw. aus gewissen Punk- 
ten projicirt. Es kommen dabei zumeist dr-ei Involutionen vor, die 
einen gemeinsamen Träger und teilweise gemeinsame Elemente ha- 
ben. Wir schicken diesbezüghch folgenden Satz voraus : 

tSind ab, cd, xy; bc, da, yz die conjugirten Elemente 
je einer Involution, dann sind es auch c a, b d, z x, und die zu 
z, X, y conjugirten Elemente z', x', y' in den drei Involutionen sind 
incident«-. 

Es ist nämlich laut Voraussetzung 

(a c b x) A (b d a y), (b d a y) A (c a d z), 

daher (acbx) A (cadz) d. h. a, c; b, d; z, x sind conjugirte Ele- 
mente einer Involution. Anderseits folgt aus 

(a c X z) A (b d y z'), (a c x z) A (d b x' y) : 

(bdyz')A(dbx'y)A(bdyx'), 

daher z'=x', und auf ähnliche Weise kann auch gezeigt werden, 
dass z'sy'. 

Die sieben Elemente abcdxyz kann man betrachten: als 
Schnittpunkte einer Geraden mit den vier Seiten eines Vierseits und 
den drei Seiten seines Diagonaldreieckes, ferner al? die projici- 
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renden Strahlen der vier Eckpunkte eines Viereckes und der drei 
Eckpunkte seines Diagonaldreieckes, und hat daher: 

>Jede Gerade schneidet die Seiten eines Vierseits und die 
Seiten seines Diagonaldreickes im Allgemeinen in sieben Punkten. Die 
erstnn vier zerfallen dreimal in zwei Paar Punktepaare, die je eine 
Involution bestimmen. In jeder dieser Involutionen sind zwei der an- 
deren drei Schnittpunkte conjugirt, während die in den drei Invo* 
lutionen zu dem dritten Punkte conjugirte Punkte incidt^nt sind«. 

Diesen Satz und seinen dualen wollen wir in dem Folgenden 
anwenden. 

81. Wir verbinden den Punkt P mit den gegenüberliegenden 
Eckpunkten der Vierseite 

«1 ßi ai" W =Ai^ Bi" (14, 5 6) S^^ ^' A^ B^ 
ß« Y2 W c,° = B«" Tg"^ (1 6, 5 2) 2;^^> ^ B, C^ 
Y3 «8 C3^ a^^'^VrA,' (12, 4 5) S^^^ ^ Q A, 

durch die Geraden 



p' p" 


p" TC 


(jii, m tHi, I 


pii pin 


p' n 


ffl", I o'- ° 


pnipi 


p° 1Z 


gl, H gii, m^ 



welche je eine Involution bilden. Der zu o^» ", a"» "^ ff"^» ^ conjugirte 
Strahl in der erster, zweiten und dritten Involution ist ein und der- 
selbe Strahl. 

Wir schneiden ferner p mit den gegenüberliegenden Seiten 
der Vierecke 



ATI A " R ^ "R r R "' r " r A r ^ a 
1 Ol o"l oDl 1 *'2 ■'■2 0D2 0^2 j Aj il3 oV>«3 o'* 

r 

in den Punkten 

oP' oP" oP'" n S«. ™ S™. ' 

oP" oP™ oP' n S'". ' S'. « 



III 

s 







p"' oP' oP" n s^' " s"^ ^", 



welche je eine Involution bilden. Der zu S^» ", 2^^^ "\ 2^' ^ con- 
jugirte Punkt in der ersten, zweiten und dritten Involution ist ein 
und derselbe. 
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Also: 
*In jedem STEiNER'schen 
Pufikte scAineiden sich drei Pas- 
cAL'sche, eine CAYi^EY'sehe und 
drei SxEiNER'sche Geraden. Die 
vier ersten Geraden bestimmen 
drei Involutionen, in welchen 

zweimal zwei Geraden der- 
selben conjugirt sind. In je einer 
dieser Involutionen sind zwei 
STEiNER'sche Geraden conjugirt, 
und die zur dritten conjugirten 
sind in den eizelnen Involu- 



> Auf je^ CAYLBY^cheti «Ge- 
raden liegen drei oV-PunMe^^n 
STEiNER'scher und drei ^almön'- 
sche Punkte. Die vier weten 
bestimmen di*ei Involutionen, in 
welchen zweimal zwei Punkte 
derselben conjugirt sind. In je 
einer dieser Involutionen sind 
zwei SAuioN'sche Pu4;^kte cw- 
jugirt, und die zur dritten con- 
jugirten sind in den einzelnen 
Involutionen incidentc. 



tionen incident«. 

82. Die Seiten des Vierseits ov"> ™ = o[p' a^^^ a^^ aj^^] und 
die seines Diagonaldreieckes D"> "^ = D^^ D84 D^« schneiden die 
Gerade ^'> "^ in den Punkten P, A„ Aj, A3, ¥"„, ¥"34, Y'\^, Ferner 
sind die Verbindungsgeraden der Eckpunkte des Viereckes V^"' "^ = 
[P^ Ai^^ Aj^ Ag^^jj und die seines Diagonaldreieckes A"« "^ mit 
S"^ "^ die Geraden p, ai, a^, ag, f\,^, f^,, Y\^. 

Also sind 

PA, 

P Ag 

P Ag 

involutorische Gebilde. 
Daher : 
»Die vier STEiNER^schen Punkte 
auf einer SxEiNER'schen (Geraden 
bestimmen drei Involutionen. In 
diesen sind je zwei Y-Punkte con- 
jugirt, ^ und die zum dritten Y- 
Punkt der Geraden conjugirten 
Punkte sind incidenl«. 



A, 


A, 


Y" 


Y" 


P 


»1 


a« 


«8 


y"x, 


J 34 


A, 


A, 


Y" 

1 56 


Y" 


P 


a* 


a« 


ai 


y"5« 


y"a, 


Ax 


A. 


Y" 


Y" 


P 


»3 


«1 


a« 


y"3« 


y 56 



»Die vier CAYLEv'schen Ge- 
raden durch einen SALMON'schen 
Punkt bestimmen drei Involutio- 
nen. In diesen «ind je zwei y- 
Geraden conjugirf, und die zu 
der durch den SALMON'schen 
Punkt gehenden dritten y-Gera- 
den conjugirten Geraden sind 
incident«. 



1 Veroxese, 1. c. p. 37; Teorema XXV, XXVII. 
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<' ^^' 


^^> 


%" Tl^ 


<" <'' 


nj p 


7c"jt^ 


v^v 


V'p 


t^'-k' 



Schneidet mann aber die Seiten des Vierseits oV°' ™ und die 
seines Diagonaldreieckes D°' ^° mit tu, verbindet man ferner die 
Eckpunkte des Viereckes Y^^ ™ und die seines Diagonaldrei- 
eckes A^' ™ mit n, so sind von jenen Schnittpunkten und diesen 
Geraden 



involutorische Gebilde. Also: 

»Auf jeder CAYLEv'schen Ge- 
raden liegen drei iV-Punkte, ein 
SxEiNER'scher u. drei oV- Punkte, 
von welchen die ersten vier drei 
Involutionen bestimmen. In jeder 
derselben sind zwei o^-Punkte 
conjugirt, und die zum dritten 
oV-Punkt conjugirten sind in- 
cident«. 



> Durch jeden SxEiNER'schen 
Punkt gehen drei Vj-Geraden, 
eine CAYLEv'sche und drei Pascal' 
sehe Geraden, von welchen die 
ersten vier drei Involutionen be- 
stimmen. In jeder derselben sind 
zwei PASCAL'sche Geraden con- 
jugirt, und die zur dritten con- 
jugirten sind incident<'. 



83. Die Gegenseiten der Vierecke 

B,r,B,^-C," r,A,C,^A- A,B,A,-B,^ 



schneiden p in den Punkten 



pn piii 
pmpi 
pi pn 



III 



S", I 



HF' 



n 
ni 



^iii, n 



;iii, i 



^p,^ 
n Pi", 
n p,"^ 



und die Eckpunkte der Vierseite 



ßiTiib^'iC" TiOiiCSa" a,ß,,a°,b' 



werden aus P durch die Strahlen 



op oP 

op'° oP' 
oP' oP" 






lll ^I, II 



III 



^III, II ^III, I 



T^iP 



II 



III 



projicirt, welche Punkte, bezw. Strahlen involutorisch liegen. 
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Also: 
> Auf jeder CAYLEv'schen Ge- 
raden liegen drei KiRKMAN'sche, 
drei SALMON'sche, drei Vj-Punkte 
und ein Steiner 'scher Punkt, Je 
zwei KiRKMAN'sche und die ihnen 

zugeordneten SALMON'schen 
Punkte bestimmen eine Involu- 
tion, in welcher dem Steiner'- 
schen ein Vj-Punkt conjugirt 
ist«. 



> Durch jeden SxEiNER'schen 
Punt gehen drei oV-Geraden, 
drei SxEiNER'sche Geraden, drei 
iV-Geraden und eine CAYLEv'sche 
Gerade. Je zwei oV-Geraden und 
die zwei ihnen zugeordneten 
SxEiNER'schen Geraden bestimen 
eine Involution, in welcher der 
CAYLEv'schen Geraden eine iV- 
Gerade conjugirt ist«. 



II. ÜBER VIER SPECIELLE PASCAL'SCHE SECHSECKE. 

Wir sahen im Vorhergehenden, dass beim allgemeinen Pascal'- 
schen Sechseck die sechzig PAScAL'schen Geraden und die sechzig Kirk- 
MAN'schen Punkte alle verschiedenen waren. Man kann aber auch solche 
PAscAL'sche Sechsecke construiren, bei denen mehrere der PAscAL'schen 
(Geraden und KiRKMAN'schen Punkte coincidiren. Bilden nämlich die 
sechs Eckpunkte des Sechseckes auf dem umschriebenen Kegelschnitt 
ein-, zwei-, drei- oder vierfach Involutionen, so werden bezw. ein- 
mal vier, zweimal vier, dreimal vier und einmal drei; endlich drei- 
mal vier und einmal sechs PAscAL'sche Geraden und die ihnen 
zugeordneten KiRKMAN'schen Punkte coincidiren. Diese vier speciellen 
Fälle des PAscAL'schen Sechseckes sollen im Folgenden betrachtet 
werden. 

1. Über ein Pascal^sclies Sechseck, dessen Eck- 
punkte eine Involution bilden. 

1. Wir nehmen auf einem Kegelschnitt die drei Punktepaare 
12, 3 6, 5 4 an, welche eine Involution bilden ; der Involutionsmittel- 
punkt T = (12, 3 6, 5 4) und die Involutionsaxe t sind Pol und 
Polare in Bezug aut den Kegelschnitt. 

Bedienen wir uns auch bei diesem PAscAL'schen Sechseck 
123456. der in Tabelle I und III benützten Bezeichnung, so folgt 
sofort, dass 



t 



ßs" r3 



"^ ir^^ 



T s A,^ B," r "^ n^^ 
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ferner dass die PAScAL\schen Geraden 

'S 



bi p I pH „II o ni u m ^i ^u ^m j, vi u vi p vi 



VI 



s 



durch den Punkt T gehen, und die KiRKMAN'schen Punkte 

Bi p 1 p n A II A ni o iii pi pn pm a vi p vi p 

auf der Geraden t liegen. 

Da die Gegenseiten 23, 16; 4 6,35 der Vierecke 2 3 1 6, 
46 35 von T, t harmonisch gelrennt sind, so werden auch ihre 
Schnittpunkte (2 3, 4 6), (1 6, 3 5), so wie auch die PASCAL'schen 
Geraden a^^^, Ot^^, welche jene Punkte aus Ag^ projiciren, von T, t 
harmonisch getrennt sein. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass die aus den Punkten 

Bj^ Gg^^ P^ F^ P™ Bg^ Ci" €3" A3° A3™ B3™ (3 5, 4 6) {15, 2 4) 
(13, 62) (34, 56) (14, 25) (16, 32) E A3 Bg T, 

der Geraden t australenden Geradenpaare 

§1^' ß8^^ Yi^ Y2^^ «1^ «s^ ßi" ^2°, Ti^ r2^, q^ c,\ b,^ b,\ 

« ü « II p II p II iv ni u III o ni o in o iv « v K ^^ h ^ p iv p v 

««'^ «1^ ß,-^ ßx^ Ys"^ Yi^' ^'^ '^^ «3^^ «3^ ß»"^ ß3^ ts" ts^ 

von T, t harmonisch getrennt sind. 

Da Ai^=(ß2'^r2'^X A2'^ = (ßi'''ri'^), und die Geradenpaare 
ßi^ ßa^, Ti^ T2^ von T, t harmonisch getrennt sind, so wird es 
auch das Punkte paar Ai^ A2'^; und ebenso beweist man, dass 
alle die obigen PAScAL'scsen Geradenpaare von T, t harmonisch 
getrennt sind. 

2. Auch die Lage der SxEiNER'schen Punkte und CAYLEv'schen 
Geraden vereinfacht sich bei diesem Sechseck. 

Es ist nämlich P A3 Bg C3=T, p ag bg Cg =t ; die Punkte 11 A3 Bg Tg 
liegen auf t, und die Geraden n ag ßg yg gehen durch T. Indem 
sich ferner die von T, t harmonisch getrennten Geradenpaare ai" ag", 
Äi"^ a,"^; Oj^ a^^, ai^aa"^^ sich in den Punktepaaren Aj Ag, Ai Ag 
schneiden, so werden auch diese, sowohl als auch die Punkte- und 
Geradenpaare Bj Bg, Cj Cj, B1B2, Pj Tg, ajag, K hg, 0^,02, «jag, 
h ^9 Yi T« ^^'^ T, t harmonisch getrennt sein. 

Von den STEiNER'schen Geraden liegt eine in t ; sechs strahlen 
von T aus und bilden eine Involution; die übrigen vier Paare, die 
sich in ÜAg^^sTg schneiden, sind von T, t harmonisch getrennt. 
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Ähnliches kann man mit Veränderung dör betreffenden Geraden und 
Punkte von den SALMON'schen Punkten behaupten. 

3. Betrachten wir nun, wie sich die Geraden und Punkte der 
Configurationen fVv]j, j[Vv] in Bezug auf T t verhalten ! 

Beim allgemeinen PASCAL'schen Sechseck werden sich die zu 
einer vbeliebigen Conflguration [Vv] gehörigen und mit beliebigen 
oberen Zeigern versehenen Geraden p ag bg Cg in den SxEiNER'schen 
Punkten PAgBgCg schneiden, die sich gegenwärtig in dem Punkt T 
concentriren. Also gehen alle jene Geraden durch T. Aber die Ge- 
radenpaare bg^'g^ Cg^ag" ag"' bg"^, bg^^ Cg'^^ jcucr Coufiguration 
schneiden sich in den Punkten Aa^ Bg" IV" H^^ der Configuration ; 
also coincidiren die Punkte Ag^ Bg" Tg"' n^^ aller Configurationen 
[Vv] mit T. 

Ferner liegen die mit beliebigen oberen Zeigern versehenen 
Punkte PAgBgCa einer Configuration [Vv] in den mit t coincidi- 
renden CAVLEv'schen Geraden p ag bg Cg, und da die Verbindungs- 
geraden der Punktpaare Bg^Cg^ C.^Ag", A3"'B,"^, Bg^'Cg^ der be- 
treffenden Configuration ihre Geraden ag' ßg" yg"' tt^* sind, so coin- 
cidiren auch diese mit t. 

Da die SrEiNER'schen Punktpaare AjAj, B^B^, CjCa, ÄiA2, 
Bi Ba, Ti Tg von T, t harmonisch getrennt sind, so werden 
auch die Geradenpaare ai^ag", aj^^ag"*, bi'ba\ bj^^bg"*, Cl'c2^ 
OL,' a,\ a,^' oc,^\ ßi",ß.", ßi^^ß2^\ rl'"Y2"^ ri^'r^^' einer beliebigen 
Configuration [Vv], welche Geradenpaare jene Punktpaare von den 



IT 



auftliegenden Punkten Cg^B^^^Cg' Ag'^Bg' Ag^'P' Ag'^P^Bg^P'^Cg^ 
der Configuration projiciren, von T, t harmonisch getrennt sein. Das 
Geradenpaar ai'^ a% der j-ten Configuration (sowohl [Vv]j als auch j[VvJ), 
geht durch den Schnittpunkt Gjt oder kjG des Geradenpaares ßa^Yg^" 
der {j_f.i)-ten oder (j_i)-ten Configuration ; und da dieses Geraden- 
paar mit t coincidirt, so schneidet sich das Geradenpaar ai'^ a^^ der 
j-ten Configuration, wie auch aller Configurationen, in der Geraden 
t. Aul dieselbe Weise zeigt man, dass sich die Geradenpaare 
WWi Ci'^c/, oi^a^^, ß/ß2'^ ti^'y^^'' aller Configurationen [Vv] 
in t schneiden. Aber diese sechs Geradenpaare projiciren obige sechs 
SxEiNER'sche Punktepaare, also sind auch diese Geradenpaare von 
T, t harmonisch getrennt. 

Bisher haben wir von 1>> Geradenpaaren einer beliebigen Con- 
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figuration [Vv] bewiesen, dass sie von T, t. harmonisch getrennt 
sind. Aber es lässt sich genau in derselben Weise zeigen, dass 
auch die ihnen zugeordneten KiRKMAN'schen Punkte von T, \ har- 
monisch getrennt sind. Projicirt man nun Aj^^ Ag^, Bj^^ B^^, 
Ci^ Cg^j Aj^ Aa^ dieser Punktpaare aus den Punkten As Bj Tg 11 
der Geraden t, so werden die projicirenden Geradenpaare ag^^ag^, 
ßs^ßa^j Ys^^Ts^» T^T^^ der Configuration, so wie auch die ihnen 
zugeordneten Punktpaare Ag^^Ag^, . . . von T, t harmonisch ge- 
trennt sein. 

Damit haben wir bewiesen, dass sich alle Punkte und Geraden 
einer beliebigen Configuration [Vv] gegenüber T, t gerade so ver- 
halten, wie die ihnen zugeordneten Punkte und Geraden der Con- 
figuration [Vv]o. Daher: 

Bilden sechs Punkte eines Kegelschnittes eine Involu- 
tion, mit den Involutionsmittelpunkt T und der Involutions- 
axe <, dann sind diese Punkte die Eckpunkte eines solchen 
FAscAh'schen Sechsecks, von dessen KmKMMi^schen Punkten 
und FAscAh'schen Geraden vier mit T, bezw, mit t coinci- 
diren. Zwölf FAscAh'sche Geraden gehen durch T, und die 
ihnen zugeordneten Kirkma^' sehen Punkte liegen auf t; end- 
lich werden die übrigen zweiundzwanzig FAscAi/schen Ge- 
raden und KiRKMAN'ÄCÄej2 Punkte von T, t harmonisch ge- 
trennnt 

Ebenso verhalten sich die ihnen zugeordneten Geraden 
und Punkte der Conßgurationen /Ff/j, j/Fv/, bezüglich T t 
Von den Steiner'äcäg/z Punkten coincidiren viere mit 1\ 
und ihre Gegenpunkte liegen auf t; von den CAYLEY'schen 
Geraden coincidiren viere mit t, und ihre Gegengeraden ge- 
hen durch T; die übrigen vier Paar STEiNER'^cAe/z Punkte 
und CAYLEY'schen Geraden sind von T, t harmonisch getrennt 
Von den STEisER'schen Geraden und SAiMon'schen Punk- 
ten coincidirt eine bezw, einer mit t und T; sechse bilden eine 
Involution um T, bezw, auf t; endlich sind vier Paar Stei- 
NER'ÄCÄe Geraden und SALuoi^'sche Punkte von 1\ t harmo- 
nisch getrennt. 
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2. Über ein Pascal'sclies Sechseck, dessen Eck- 
punkte zweifach, involntorisch liegen. 

1. Wir nehmen auf einem Kegelschnitt das Punktpaar 12 an 
und construiren zwei Punktepaare 3 6, 4 6, welche jenes harmonisch 
trennen. 

Wir bezeichnen die Eckpunkte und Seiten des Diagonaldrei- 
eckes vom Viereck 34 5 6 wie folgt: 

T = (34, 56), Ti = (36, 54), Ui=(35, 46), 
t=:TiUi, ti = üiT, Ui = TTi. 

Da die Punktpaare 3 5, 4 6 von 1 2 harmonisch getrennt sind, 
so ist 

Ui = 12, T = (12, 36, 54), T,=(12, 34, 56); . 

und die Punktpaare 11, 22, 35, 46; 12, 36, 54; 12, 34, 56 
bilden Involutionen, deren Mittelpunkte und Axen Uj, Ui ; T, t; 
Tj, ti sind. 

Daraus folgt, mit Rücksicht auf das vorhergehende Kapitel, dass die 
PASCAL'schen Geraden u. KiRKMAN'schen Punkte aj,^ ßg" Ys™ '^^^'i ^i^^ ^a^ 
as^^ p^ bezw. A,^ Bg" Tg™ W\ A^^^ A^^ Ag^^ P^ mit t, t^, bezw. T, T^ 
coincidiren ; dass die PAScAL'schen Geraden bg^ Cg^ Cg^ ag^^ ag™ bg"^ p" 
p^° bg^ Cg^^ und a,"^ (x/^ a/^ ag^^ a/ ag^ ^^^ tz"" a^^ a^^ durch T und 
Ti gehen, ferner die ihnen zugeordneten KiRKMAN'schen Punkte auf 
t, bezw. ti liegen und endlich dass die PAscAL'schen Geradenpaare 

a,^' a,^\ ß,^' ßJS Yi^' Y/^ «i' <, ßi° ß«", Yi™ Y*"', ^' <^\ 

Vi I h I 5» II n ^i ^. II p II u III u in « iii „ ni K ^^ h ^ o ^^ o ^ 

a,^^ ct,^ ß,^^ ßl^ Y,^ Yi^ ^'^ "^ »>" «s^ ^^^ ^,\ y.^r y\ durch 
T,tundb,*c,S W <h\ W CsS b,^' c,^', b,'^ c,^ b,^ c,^ P^yi^, 

ßi^ Yi^'. ß.'^ Y^"^, ß»^ Ys"', ßJ Y8^ ßi' Y/. ßi" Yi™. ß«" Y«'", 

5, II o III h III p II h III o II nii nin f» n h m a n a m n n n m 

durch Ti, tj harmonisch getrennt sind. Dasselbe ist auch der Fall 
mit den ihnen zugeordneten KiRKMAN'schen Punktepaaren. 

Von Ui, Ui sind harmonisch getrennt: die von T und Ti 
ausstrahlenden Geradenpaare bg^ Cg^ bg^Cg", ag^ag™, bg^Cg^^ p"p™ 
bezw. a^^^ Og^^ ag^ o^./^, ol^^ a^^, a^^ a2^ t^ t^ ; ferner die Gera- 
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denpaare W(^\ b,^Cl^ ai°a,°^, ai^a^", bi"^c,", b,"^Ci", b^'^c/, 

b,^e>^^ ß.^^Y»^ ß/^Y/\ Pa^^Ts^ ß.^T.^ ß»'^r/> ^^T.^^"T^2, 
ßs^^ Ti"^ ^- endlkb(^i]weD£ugßordftetjaKmKMAN'scbes Puid^tepaare. 
Die Geradenpaare bj^ c^^ ba' Cj^ der letzten Gruppe sind 
Bllnslicb v&si Ui, Uj dessbtU» harasiOBisch getrennt, weil sie die Seiten 
eines Viei^seita sind mi dem DiagoBaldrmeek TT^Ui. 

2. Die Lage der STEiNER'schen Punkte und CAYLEv'schen Ge- 
rann ist die leige&Ae: 

PAsBgCgsT, HAiAgAgsT, ; Bg Tj liegt auf t, AjA^ liegt auf tj, 
p Hg bg Cg^t, ^ 0^ %o%»ti ; ßjj Ys S^^ durch T, ai a^ geht durch Ti. 

Die Punkte- und Geradenpaare 

Ai^A^, BiBj, CjCa, BiBfe, TiPa; aj ag, bjbg, . . . sind von T, t, 
BiFi, BaPa, BgPg, BiCi, B2C2J ßj Yi> ^2 Y21 • • • * * '^Th^d 
Ai Ag, Bj Ct. B« Gl, R, Tg, Bi I^, B« P^ ; ai a^, b^ Cg, . . . > > Uj, Ui 

haffmonisch getrennt 

Daher sind die Dreieckpaare 

AB, C, \ ai bi Ci I B, B, Bg ] ßi ß, ji» 

Aa Bj Cj / 83 bg C2 J ' Pj T2 Pg j Yi Y2 Ys 
^ in Bezug auf T, t, bezw. Tj. tj, 

Ai Bi G, { ai bi c, \ Bg B^ B^ ) [ig ß^ ß^ \ 

Ag Ca Ba / aa Ca ba I ' Pg Pa Pi / Ys Y2 Yi / 

in Bezug auf Ui, Uj perspectiv. 

Die Geraden t ti Uj sind SxEiNER'sche Geraden und die Punkte 
T Ti üi KiRKMAN'sche Punkte; die von T, Ti ausstrahlenden 
SxBiwER'schen Geraden und die amt t, ti Hegenden SALMON'scben 
Pupkjke bilden zweifach Involutionen. 

3. Nach dem vorhergehenden Kapitel verhalten sich die Punkte u. 
Geraden der Configurationen [Vv]j, j[Vv] gegenüber Tt und also auch 
gegenüber T^t,, wie die der Configuration [Vv]o. Wir haben also 
hier Bur zu Ußtersucheu, ob diejenigen Geraden und Punkte der 
Co»figw«ationen [Vv]j, j[Vv];, welche zu den von Uj, Uj harmonisch 
getrennten Geraden und Punkten der Configuration [Vv]o zugeordnet 
sHwJ,. auch von Ui, Uj harraonisch getrennt werden. 

Voi> einer beliebigen Configuration [Vv] werden diejenigen 16 
G^adenpaare (und^aucb Pu«ktpaare), welche zu den am Schlüsse 



CONFIGURATION DES PASCAL^SCItEN SECHSJECtCES. >2S 

• 

des 2. Punktes des vorh^gdlenden K^pitdis aofgeadiviabaKla ixera- 
denpaarexk zugeordnet sind, dedshalb voj». Ui> u, harraoniscb getD^nt, 
weil dieaut einander folgeiaden Paare Vierseii« mit dem I^gonai-« 
dreieck TTiUi bilde». Die zu den übrigen zw^Brnt^tänfGemdcfiipaareB 
der betraebteteii Configuration zugeordaeten wefde« aber deslmlb 
von üj, % haruaoniöch gelrennt, weil sie stets sdtehe- Punkipteiare 
projiciren, von welchen wir schon wissen, dass sie to» Ui, »i b»r^ 
naonisch getrennt sind. So projiciren die Geradenpaare bg^Cg^ def 
C(MifiguratiQn die Punkte C^^ B^^ derselben, die von Uj, Ui harmo- 
nisch getrennt sind. 

Damit haben wir bewiesen, dass sich die Geraden und Punkte 
einer beliebigen Configuration [Vv] auch beaüglieh UjUi so verfial- 
ten, wie die ihnen zugeordneten (Geraden und Pwnkte der Coafigu- 
ration [Vv]o. Daher: 

Liegen sechs Punkte eines Kegeiscltnitts zweifmch in- 
volutorikcliy mit den InvolationsmitteJpuxikten ly T^ und den 
Involütionsaxen t, l^, dann sind diese Funkte die Eckpunkte 
eines solchen FascaiJ sehen Sechsecks, von dessenKiRK^tA^'schen 
Punkten viere mit T und Tj, und von den VAScxVscben Gera- 
den viere mit t und ^ coincidiren. Ausser diesen gehen 
Je fünf Paar Fascal' sehe Geraden durch T und Jj, und 
die ihnen zugeordneten KiKYMAiiC sehen Punkte liegen auf 
t und tx. Alle diese Geraden und Punktpaare, so wie noch 
sechzehn andere, sind von üi = (i t^), u^ = | T2\ \ harmo- 
nisch getrennt, 

Ebenso verhalten sich die ihnen zugeordneten GerBden 
und Punkte der Configurationen [Vvjj, ^[Vv] bezüglich TT{, 1 1^. 



Von den Steiner'äcäöz? 
Punkten liegen in T und 1\ 
je vier; je ein Paar auf t 
und ti 5 die von ü^ , zzj harmo- 
nisch getrennt sind, und die 
übrigen vier Paare sind von 
T, t; Ti, ti, und von U^, «i 
harmonisch getrennt. Diese 
letzteren sechs Paare bilden 
daher die Eckpunkte von 



Von den CAVhEY^schen Gera- 
den schneiden sich in tund t^ 
je vier; durch T und Ti geht 
je ein Paar, die von ü^, u^ har- 
monisch getrennt sind, u. die 
übrigen vier Paare sind von 
T, t; T^, ti, und U^, u^ har- 
monisch getrennt. Diese letz- 
teren sechs Paar bilden 
daher die Seiten von zwei 
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zwei Dreieckpaaren^ welche 
in Bezug auf T^ t und üi, u^, 
resp. auf Ti^ t^ und öi, u^ 
als CQllineationsmittelpunkt 
und Axe perspectiv sind. 

Von den Punkten T, i; 
strahlen Je sechs Steiner' sehe 
Geraden aus, die Involutio- 
nen bilden; ausser diese 
sind von T, t und T^, ^ je 
zwei Paare harmonisch ge- 
trennt^ und schliesslich sind 
1 1^ Ui SteiseeC sehe Geraden. 



Dreieckpaaren, welche in 
Bezug auf T^, ^ und üi, «i, 
resp auf T^, ^ 012c? ü^, u^ 
als Collineationsmittelpunkt 
und Axe perspectiv sind. 

Auf den Geraden t, ^ lie- 
gen je sechs SALuov^sche 
Punkte, die Involutionen bil- 
den ; auserdem sind von T, t 
und 7i, t^ je zwei Paare har- 
monischgetrennt, u, schliess- 
lich sind auch T Ti üj, Sal- 
uovs^sche Punkte, 



8. Über ein Pascarsches Sechseck, dessen. Eck- 
punkte dreifach involntorisch lieeen. 

. . 1. Wir nehmen auf einem Kegelschnitt die Punkte 1, 3, 5 an, 
und construiren die Gerade t, in welcher die Tangenten der Punkte 
1, 3, 5 bezw. die Geraden 3 5, 51, 13 sich schneiden ; schliesslich 
projiciren wir die Punkte 1, 3, 5 aus einem beliebigen Punkte 1\ 
der Geraden t auf den Kegelschnitt nach 2, 4, 6. (Fig. 3.) 

Die PASCAL'schen Geraden der einfachen PAscAL'schen Sechs- 
ecke '4 15633, 123654 fallen in die Gerade t ; denn die Pascal'- 
sche Gerade des ersten Sechseckes hat mit t zwei gemeinsame 
Punkte und geht noch durch den Punkt Tg = (14, 3 6); die Pascal'- 
sche Gerade des zweiten Sechseckes ist aber die Verbindungsgerade 
der. Funkte TjT^. Daher liegt der Punkt T3 = (2 3, 4 5) auf der 
Geraden t, 

-Ebenso kann man zeigen, wenn man von den PAscAL'schen 
Sechsecken 6 1 3 4 5 5, 163452 und 2534 1 1, 1 43256 ausgeht, 
dass ihre PAScAL'schen Geraden auf t=|TiT2T3| liegen, und daher 

Ti=(12, 34, 56), T2=(14, 36, 52), T3=(16, 32, 54) ist. 

Daraus folgt aber, dass 1.) die Punktpaare 12, 3 4, 56; 
14, 36, 5 2; 16, 32, 54 Involutionen bilden, deren Involutions- 
mittelpunkte und Axen Tj, ti ; Tg, tg ; T3, tg sind,; 2.) die Dreieck- 
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paare 135, 246; 135, 462; 135, 624 bezüglich Ti, t^; T^, t, ; 
Tg, tg perspectiv liegen ; * endlich 3.) dass die Geraden- und Punkt 
paare tjtj, TiTj von t^Tk harmonisch getrennt sind. 

Von den PASCAL'schen Geraden und KiRKMAN:schen Punkten 
des Sechseckes 12 3 4 5 6 sind 

n'^ TT^ Tc^^^t, a^^^ a^^ ag^^ p^^t^, b^^^ b,^ bg^^ p^^^t,, c^^^ c Jcg^'p^^^tg, 
niv ip n^i=T, Ai^ AJ Ag^^ P'^Ti, Bi^^ Bg^ Bg^^ P^sT^, 

p IV r« V p VI piii — T • 
Kai- ^2 v>«3 r =13, 

• • • 

die Pascal 'sehen (:leraden a], ßj, Yj gehen bezw. durch die Punkte 
Ti, T2, Tg, und die KiRKMAN'schen Punkte Aj, Bj, T] liegen bezw. 
in den Geraden tj, tg, tg ; schliesslich sind die PAscAL'schen Gera- 
denpaare 

ai" ai™, bi^ Ci^ W Ci", ßi« Yi°', ßi''' yi'^ ^"^ Yi^ ßi^^ Yi'^' von T^, t^, 
bi^^ bi^ Ci" ai«, Ci^ ai^°, Ti"^ ai\ yi^ ai^ yi'^ ai\ Yi'^' «i'^' * T^, t^, 
Ci^ Ci", ai"^ bi«^ ai" bi^ ai^ ßi", ai^^ ßi^^ ai^ ßi\ ai^^ ßi^^ > Tg, tg, 

so wie ihre zugeordneten KiRKMAN'sche Punkte, harmonisch getrennt. 
2. Von den STEiNER'schen Punkten und CAYLEY'schen Geraden 
ist n unbestimmt auf t, ti; unbestimmt durch T ; 

P^l, Aj A2 Ag==:Ti, Dl B2 Bs ^^ •'^2> ll -^2 Ag-rlg, 

p = t, Xi Og Og^t, ßi % ß3 = *2» Yi Ta Ta^t»; 

die Punkte A^ Ag Ag, Bj B2 Bg, Cj Cg Cg liegen bezw. auf den Gera- 
den ti, tg, tg und die Geraden ajagag, bib^bg, CiCgCg geben bezw. 
durch Ti, T^, Tg. 

Die Gerade t ist eine dreifache, die Geraden ti, so wie die 

* »Wenn zwei Dreiecke dreifach perspectiv sind uad die Collineation»- 
mittelpiiokte^ in einer Geraden liegen, so liegen ihre Eckpunkte auf einem Ke- 
gelschnitt«. 

Sind nämlich die Dreieckpaare 

M, M, M3 ) M, M3 M3 \ Mj Ma Mg \ 

N, N3 Na / N3 N3 N, / N3 N, N, / 

bezüglich O^, Og, Og perspectiv, so werden sich die Gegenseiten des Sechs- 
eckes Ml Ni Mg Ng M3 N2 nur dann in den Punkten einer Geraden schneiden, 
wenn die Punkte 

(Ml Ni, N3 Ms) ^ Ol, (Ni M3, M3 N,) = O,, (M, X,, N^ M^) = (\, 
in einer Geraden liegen, 
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Seiten obiger Dreiecke sind STöNER'sche Geraden ; der Punkt T ist 
ein dreifacher, die Punkte Tj, so wie die Eckpunkte obiger Drei- 
seiten, sind SALMON'sche Punkte. 

Während also beim allgemeinen PASCAL'schen Sechsecke die 
zwei HESsE'schen Configurationen drei bezüglich desselben Colli- 
neationsmittelpunktes aber verschiedener Axen und derselben Col- 
lineationsaxe aber verschiedener Mittelpunkte perspective Dreiecke 
sind, werd^jn bei diesem Sechsecke beide HEssE'sche Configurationen 
drei bezüglich desselben CoUineationsmittelpunktes und derselben 
Goüineationsaxe perspective Dreiecke sein. 

3. Wir sahen in den zwei vorangehenden Kapitel, dass sich die 
Punkte und Geraden der Configurationen [Yy\ j[Vv] gegenüber den 
Involutionsniittelpunkten und Axen ebenso verhielten, wie die ihnen 
zugeordneten Punkte und Geraden der Configuration [Vv]o : dasselbe 
wird also auch hier der Fall sein, und wir haben daher folgen- 
dai Satz : 

Liegen sechs Punkte eines Kegelscbittes dreifach invo- 
lutoriscb bezüglich der Involutionsmittelpunkte 1\ T^ 1\ 
und der Involutionsaxen t^ t^ t^, dann sind diese Punkte die 
Eckpunkte eines solchen FAscAh'schen Sechseckes, von des- 
sen KiRKfAAs' sehen Funkte Je vier mit T^, T^, Tg, und drei mit 
T^(ti 4 4) identisch sind und von dessen PAscAh'schen Ge- 
laden je vier mit ^, t^, 4 und drei mit t^ \ 1\ 1\ 1\ | coinci- 
diren. Achtzehn Paar KiRKMAN'^cÄe Punkte und die ihnen zu- 
geordneten FAscAh'schen Geraden sind von jeden der Ti, ti 
harmonisch getrennt. 

Von den Steiner'äcäöä Vonden CAYLEy'schenGe- 



Punkten ist eine unbestimmt 
auf t; ihr Gegenpunkt ist T; 
je drei Steiner'äcäö Punkte 
coincidiren mit Tj, Tg; ^s 
und ihre Gegenpunkte sind 
die Eckpunkte von drei per- 
spectiven Dreiecken, deren 
entsprechende Eckpunkte 
auf ti, ti, 4 liegen und de- 
ren entsprechende Seiten 
durch Tj, 2i, 1\ geben. 



raden ist eine unbestimmt 
durch T ; ihre Gegengerade 
ist t; je drei CAYLEY'sche Ge- 
raden coincidiren mit 4, 4, 4, 
und ihre Gegengeraden sind 
die Seiten von drei perspec- 
tiven Dreiecken, deren ent- 
sprechende Seiten durch 
T^j Tz, Iz gehen, und deren 
entsprechende Eckpunkte 
auf 4, 4, 4 liegen. 
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4. Über ein Pasoal'sehes Seekseck, dessen Eck- 
punkte vierfach involntorisch. liegen. 

1. Bei den zwei letzten Sechsecken, die wir betrachtet haben, 
nahmen wir auf einem Kegelschnitt solche sechs Punkte an, die 
zweifach und dreifach involutorisch lagen. Man kann aber die beiden 
Fälle wie folgt vereinigen: 

Wir nehmen auf einem Kegelschnitt die drei Punkte 1, 2, 3 
an, bezeichnen mit üi, Ujjj^üs die Schnittpunkte ihrer Tangenten 
mit den Geraden 3 5, 5 1, 13, die bekanntHch auf einer Geraden t 
liegen. Pröjicirt man nun die Punkte 1, 3, 5 auf den Kegelschnitt 
aus demjenigen Punkt Ti der Geraden t, welcher Ui von ü,, U3 
harmonisch trennt, so werden ihre Projectionen 2, 4, 6 und i, 3^ 5 
solche sechs Punkte sein die vierfach involutorisch liegen. 

Da Ui=Ti 1 2 die Polare von Ui ist, so sind nämlich die Punkt- 
paare 3 5, 4 6 von dem Punfctpaar 1 2 harmonisch getrennt ; die 
Gerade 4 6 geht durch Ui, und T = (12, 3 6) ist der Pol von t 
Daraus folgt aber, dass die Geraden 2 4, 2 6 durch die Punkte ü,, 
Ug gehen, und dass sich die Geraden 14, 25, 3 6 und 1 6, 2 3, 45 
in den Punkten Tg, Tg von t schneiden. Also, zusammengefasst, 

T=(12, 3 6, 4 5), Ti=(12, 3 4, 5 6), T2 = (14, 3 6, 52), 

T3 = (16, 32, 54) 
und 

Ui = 12 = TTi, U2=36 = TTg, U3=54 = TT8, ti = Tüi, i^=T\]^, 

t3=TÜ3, t=üi Ü2 ü« Ti T, T3 

sind die Polaren von Ui, Uj, üj, T^, Tg, T„ T. 

Es werden daher involutorisch liegen: 1.) die Punktpaare 12, 
36, 54; 12, 34, 56; 14, 36, 52; 16, 32, 54 auf dem Kegel- 
schnitt, mit den Involutionsmittelpunkten und Axen T, t ; Tj, tj ; 
Tj, tg ; Tj, T, ; 2.) ihre Projectionen aus dem Punkte 2 ml t, 
nämlich die Punktpaare T^Uj, T.U,, T,Uj; Tiüi, Tau,, T,U,; 
Ti üg, T, U„ Tg Ui ; T, U„ T, Uj, Tg U, ; 3.) die Punktpaare 1 1, 22, 
5 3, 46; 3 3, 66, 15, 24; 5 5, 44, 31, 6 2; 4.) die Punktpaare 
T^ T„ üi üi, Tg T3, U, U, ; T, T„ U, U„ T^ T,, ü^ U, ; T, T», ü, U„ 
T, Ti, U, Ui. Also werden die Punktpäare üjÜk, T(Tk von TjUi har- 
monisch getrennt. Ferner sind 4ie Dreieckpaare 
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13 5 \ 135\ 1351 136) 

264/ 246J 462/ 624/ 

bezöglich der Collineationsmittelpunkte und Axen T, t; T,, t^; 
'f») t« ; Tg, tj perspectiv. 

Von den PASCAL'schen (Geraden und KiRKMAN'schen Punkten 
des Sechseckes sind 

u«^ 7t^ u^' o,^ ßs« r3'"-t, p' Ei'^ ag^ a,^'-ti, 
p« bi'^ b,^ bs^'-t,, p™ c,^^ c,^ c,^-t„ 

IP^ IF ü" A,' Bg« rs"' = T, ^' Ai^^ Aj^ As^^Ti, 
P" B,'^ B/ B,^'-=Tj, P™ Ci"^ Cj^ Cj^^Tj, 

• • • 

die Geraden ag'bg^Ca^ gehen durch T, und aj, ß], yj bezw. durch 
Ti, Ta, Tg; die Punkte Aa^BsiCsi liegen auf t, und AJ, BJ, TJ auf 

Die aus T ausstrahlenden Geraden ag^bj^Cg^ sind dreifach invo- 
lutorisch ; die Geradenpaare bg^ Cg^ ag" ag"\ Cg" bg"^ ; Cg" ag", bg"^ b^^^, 
äs^^^^j 83"' bg"^, Cg^ag" bg^ ag" bUdeu nämlich Involutionen, deren 
Doppelstrahlen t^Uj, tg u^, tg Ug sind; und ihre zugeordneten KiRK- 
MAN'schen Punkte bilden Involutionen mit den Doppelpunkten TiUi. 

Ebenso liegen die Geradenpaare Oj' a^^, Oj^^ a^^\ ct^ Oj'^, 

«8^" «3^ ; ßi" %'\ ßi^^ ß/\ ßi" ßs^ ßa'" ßs^ ; Yi"^ 72™, Ti^ r2^\ 

Yi^ Ya^^» Y«^^ Ys^ "öd die zugeordneten Punkte involutorisch, mit 
den Doppelstrahlen tUi, tUj, tUg bezw. TUi. 

Ferner werden von T, t harmonisch getrennt die aus den 
Punkten Cg^Bg^Ag^Cg^Bg^^Ag"^ australenden Geradenpaare \^ W 
Ci' CsS Ci" C2°, ai° 82", ai"^ a^'", bj^" b^^S so wie die auf den 
zugeordneten Geraden liegenden Punktpaare ; und von üj, Uj ; U2, w^ ; 
üg, Ug werden harmonisch getrennt die (ieradenpaare 

W <h\ 0,' b,\ a," a^^S a,™ a^", b,^^ c^", b^"^ c^", ß,^^ r,^\ 
^.^ Y/\ ßs^ Y8^ ßs^ Y«^^ ß2^^ Yi^ ß/ Y2'^ ßi" Y2™, ß2" Yi™ ; 

« 11 « II p II j, II u III u I u I u in p I « III p I „ ni ^ vi ^ vi 

r«" «i^^, r»"' «,^ Y.^ «8^ Ts"^ «l^ r^«8^ ri™«.'. r*'"«i'; 

a,™ b,"', a^^ b,«", 0,' c", c,' c", a^" b,^ a," b,', «/' ß,^', 
«»^ ß^', «,"' ß,', «,^ ß,^, «."^ ß/, «/ ß.^ «i' ß,", a,' ß,"; 

SO wie die ihnen zugeordneten Punktpaare. 
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2. Von den Steiner 'sehen Punkten und CAYLEv'schen Geraden 
dieses Sechseckes ist 

r Ag Bg Cg ^ T, A; Aj Ag = Ti, Bi B2 Bg = Tg, Tj Tg Tg = Tg ; 

P Og bg Cg =t, CL^ d^ «g " tj, ßi ßg ßs ^^g, ^i ^g Ys = ^« ; 

die übrigen sind die Eckpunkte, bezw. die Seiten von den Dreieck- 
paaren Aj Bi Gl, Ag Bg Cg ; a^ \ Ci, ag bg Cg. welche in Bezug auf die 
Collineationsmittelpunkte und Axen T, t; üi, ui, also vierfach per- 
spectiv liegen. 

Aber die von T, t harmonisch getrennten Geradenpaare a^" a^", 
bi^bg™, Cj^Cg^ schneiden die Geraden tl = al^^aa^ tg = b,^bg^ 
*s = Cj^^ Cg^ in den Punktpaaren Aj Ag, B^ Bg, Q Cg ; und von den 
von Ui, Uj harmonisch getrennten Geradenpaaren ^^^ ag"^ bi^ Cg^ 
Ci^ bg^ schneidet das erste ti in Ai Ag, die beiden anderen schnei- 
den bezw. die ebenfalls von Ui, Ui harmonisch getrennten Geraden- 
paare tg tg, tg tg in den Punktpaaren B^ Cg, Q Bg. 

Die Gerade t ist eine dreifache, dijB Geraden ti, ui and die 
Seiten der Dreiecke Aj B^ Cj, Ag Bg Cg sind einfache STEiNER'sche 
Geraden; ebenso sind T ein dreifacher, die Punkte Ti, Ui und die 
Eckpunkte der Dreiseiten a^ b^ Cj, ag bg Cg einfache SALMON'sche 
Punkte. 

3. Im dem ersten und dritten Kapitel dieses Abschnittes sahen 
wir, dass sich die Punkte und die Geraden der Configurationen 
[Vv]jj[Vv] bezüglich T, t und Ti, ti, und aus dem zweiten Kapitel 
war ersichtlich, dass sich dieselben auch bezüglich Ui, Uj ebenso 
verhalten, wie die Punkte und Geraden der Configuration [Vv]o. Wir 
können daraus schliessen, dass auch bei diesem Sechsecke die Lage 
der Punkte und der (jeraden der Configurationen [Vv]j, j[Vv] in Bezug 
auf T Ti üi t ti Ui dieselbe ist, wie die der Configuration [Vv]o. Daher : 

Liegen sechs Punkte eines Kegelschnitts vierfach in- 
volutorischj mit den Involutionsmittelpnnkten T T^ Tg T^ und 
den Involutionsaxen 1 1^ t^ t^, wo T={ti ^ 4^ ^= I ^i 2^3 ^J j , 
üi=(tti), üi = I TTi I ist, dann sind diese Punkte die Eck- 
punkte eines solchen Sechseckes^ von dessen 

FAscAh'schen Geraden KiRKUAs'schen Punkten 



sechs mit t^ und je vier mit 
ti coincidiren. Je acht Pas- 



sechs mit T, und je vier mit 71 
coincidiren. Je acht Kirkman'- 
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cAiJscbe Geraden gehen 
durch die Punkte Ti und bil- 
den Involutionen, mit den 
Doppelstrahlen t 6; sechs 
FAScAL^sche Geraden treffen 
sich in T und liegen drei/ach 
involutoriscb, mit den Dop- 
pelstrablen ti Ui. Die von den 
sechs KiRKMÄN'Ä'cÄe/z Punkten 
(fer Geraden i ausstrahlen- 
den sechs Fasc Ah' sehen Gera- 
denpaare werden von T, t, «. 
fe vJerzehn Fascal' sehe Ge- 
radenpaare von ü, Ui har- 
monisch getrennt. 

Von den SvEi^ER'schen 
Punkten ist eine unbestimmt 
auf t, T ist ein vierfacher, 
die Ti je dreifache Steiner'- 
sche Puftkte; die übrigen 
sechs sind die Eckpunkte 
von zwei Dreiecken^ die in 
Bezug auf T, t und üi, öi, 
also Tierfach perspectiv lie- 
gen. 

Die sechs Seiten dieser 
Breiecke, so wie die sechs 
Geraden 6, öi, sind einfache^ 
t ist eine dreifache ^tether'- 
sche Geradd. 



sehe Punkte liegmi auf den 
Geraden ^ und bilden Invo- 
lutionen, mit den doppel 
punkten TTi ; sechs Kirkman'- 
sche Punkte liegen auf t und 
sind dreifach involutorisch, 
mit den Doppelpunkten Ti üi. 
Die auf den sechs aus T 
ausstrahlenden PAscAh'scben 
Geraden liegenden sechs 
KmKMAii^seh^i Punktpaare 
werden von T, t, und je vier- 
zehn KiRKMAN'Ä'CÄe Punkt- 
paare von üi, Ui harmonisch 
getrennt. 

Von den CAYhEY'schen Ge- 
raden geht eine durch T und 
ist unbestimmt; t ist eine 
vierfache, die ti sind Je drei- 
fache Cayl^y' sehe Geraden; 
die übrigen sechs sind die 
Seiten von zwei Dreiecken, 
die in Bezug auf T, t und 
üi, Ui perspectiv liegen. 

Die sechs Eckpunkte die- 
ser Dreiecke, so wie die 
sechs Punkte Ti, üi sind 
einfache, der Punkt T ist 
ein dreifacher HAiMos'scher 
Punk^, 



Die Geraden und Punkte der Conßgurationen [Vvjj, jfVv] 
dieses Sechs^kes verhalten- sicji in Bezug auf T Ti üi tti Ui 
ebmtsv, wie die ihnen zugeordneten PASCAh'scben Geraden und 
KiRKu Ali' sehen Punkte. 
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